﻿ " >•'-* / NEKRASOV MECANICA TEORETICĂ voi I Statica și cinematica Traducere din limba rusă t ■ z- - » TABLA DL MATERII Prefață la ediția a patra Prefața la ediția a cincea Introducere • • • STATICA CAPITOLUL I • ** > ** ^ * * ’ X * * ' * * JC * • M F orța ca vector § Solid și rigid și punct material § Direcția, sensul și mărimea forțelor § Paralelor* tUuI și poligonul forțelor § Definiția m Irn ilor scalare și vectoriale § Proiecția ui M vector pe o axă § Adunarea și scăderea vectorilor § Reprezentarea vectorială și analitică a forțelor $ Exemple ■ CAPITOLUL II Momentul unei forțe și produsul vectorial § Bazele fizice ale introducerii momentului forței § Momentul unei forțe în raport cu un punct § Momentul unei forțe în raport cu o axă § Produsul vectorial $ Momentul unei forțe ca produs vectorial § Exemple CAPITOLUL III * Legături și reacțhini Produs scalar § , Despre diferitele tipuri de forțe § Legăturile și reacțiunile introduse /le ele , § Problema de bază a staticii § Produsul scalar § Exemple Tabla de materie CAPITOLUL IV Forțe concurente § Rezultanta și echilibrul unui sistem dc forte concurente § Teorema lui Varignon - • • • § Exemple ♦ • CAPITOLUL V Reducerea forțelor paralele § For(ele paralele dirijate în același sens § Cazul general al forțelor paralele § Variația momentului rezultant al forțelor paralele Momentul cuplului § Exemple * * * * § , CAPITOLUL VI Centre de greutate *■ A * * * * * «■ 'W к • «j • • t R e “ч •» *•» ► § Echivalența cuplurilor' § Compunerea cuplurilor § Aparatul lui Tepler § Exemple CAPITOLUL IX Sistem de forțe în plan • • • • • '’ 'jP • • e * f Reducerea unui sistem de fortț^ în plam la cel mai simplu sistem § Echilibrul unui sistem de forte în plan § , Moment de stabilitate și moment de răsturnare § Exemple Tabla de materie CAPITOLUL X Frecarea k‘ ■ ■ , „ • ■ § Frecarea de aderență și frecarea de alunecare § , Frecarea de rostogolire § Frecarea de pivotare § , Exemple CAPITOLUL XI Sistem arbitrar de forje § Metoda vectoriala de reducere a unui sistem de forțe la cel*mai simplu sistem , § Metoda analitică de reducere a unui sistem de forțe la cel mai simplu sistem § Echilibrul unui sistem arbitrar de forțe § Exemple CAPITOLUL XII Cazuri particulare § Determinarea forțelor interioare r § Echilibrul unui sistem de solide • § Principiul lui Torricelli M • >• *- ' § ** STATICA GRAFICĂ V CAPITOLUL XIII • Poligon funicular § Importanța staticii grafice Poligon funicular § Reprezentarea grafică a momentelor § Determinarea grafică a momentului de inerție al unei figuri plane • > * - ’ ' ' ' ' t s CAPITOLUL XIV Aplicații ale metodelor grafice în statică § Centrul de greutate S Grinda, pe două reazeme CAPITOLUL XV # Г f ’ л Я * \ * Grinzi cu zăbrele § Generalități § Metoda lui Ritter , , S - *•" * ’ * [Д • •* - • / X/ ~ C ' ' " h / • * - wl ■ • **'' • I ф w* • -• • k; I * A Л -L ’ г»' "î § Studiul geometric al mișcării solidului liber § Studiul analitic al mișcării solidului liber :§ Exemple CAPITOLUL XXIII Viteza și accelerația unui punct în mișcare relativă > Axe mobile de coordonate § Observații generale § Viteza unui punct în mișcare absoluta § Accelerația unui punct în mișcare absolută § Folosirea axelor de coordonate, invariabil legate cu pămîntul •§ Exemple Anexă Indice alfabetic PREFAȚĂ LA EDIȚIA A PATRA Ediția a patra a „Cursului de mecanică teoretică" reprezintă reproducerea cu mari modificări a ediției a treia Astfel, în ediția a patra s-au corectat erorile care s-au strecurat în ediția precedentă, s-au introdus numeroase precizări, clarificări, completări și s-a mărit numărul exemplelor Exemplele au fost culese cu litere mai mici și s-a introdus pentru ele o numerotație generală Cursul este precedat de o introducere scrisă special pentru noua ediție La pregătirea noii ediții au fost consultate în special lucrările sovietice de mecanică teoretică PREFAȚĂ LA EDIȚIA A CINCEA Ediția a cincea a fost retipărită după ediția a patra fără modificări, cu excepția corectării erorilor și a precizării unor formulări INTRODUCERE Mecanica este știința despre mișcări și forțe Ambele noțiuni — atît mișcarea cît și forța — impun lămuriri care vor fi date aici, lia începutul studiului mecanicii, în măsura în care aceasta este necesar Printre diferitele forme ale mișcării materiei, mecanica se ocupă cu forma cea mai simplă a mișcării, care constă din schimbarea poziției reciproce a corpurilor siau a unor părți din corp, una față de alta, în decursul timpului Asemenea mișcare se numește mișcare mecanică Deși noțiunea de forță pare ceva obișnuit și cuvîntul „forță"’ îl folosim frecvent în vorbirea curentă, totuși, stabilirea sensului precis al acestei noțiuni, nu este un lucru simplu Observațiile și experiența dovedesc că corpurile acționează mecanic unul asupra celuilalt; se modifică sau mișcarea corpurilor, sau se produc de-formații ale acestor corpuri De multe ori nu știm, care este, din punct de vedere fizic, esența acestei a'qțiuni reciproce a corpurilor, dar, fără să ne atingem de esența fizică a acestei acțiuni mecanice, îi atribuim numele de forță Noțiunea de forță este foarte folositoare pentru mecanică, deoarece învățînd să măsurăm forțele, sîntem în stare să determinăm cauza acțiunii exterioare și mărimea ei; Chiar din definiția mișcării mecanice rezultă că se poate vorbi de mișcarea corpului pe care îl studiem, numai în raport cu un alt corp Studiind mișcarea corpurilor materiale, noi raportăm poziția lor la un corp oarecare dat, de exemplu în raport cu pă-mîntul sau în raport cu obiecte direct legate de el Corpul în raport cu care se examinează mișcarea studiată se numește sistem de^ referință De obicei, pentru ușurința determinării poziției obiectului material în mișcare, unui asemenea corp i se atașează un anumit sistem de coordonate, invariabil, pe care de asemenea îl numim sistem de referință Newton ( —' ), fonmulînd pentru întîia oară așa-numitele legi fundamentale sau axiome ale mecanicii, presupunea Introducere existenta spațiului absolut imobil, deci a unui sistem de referința absolut imobil și a timpului 'absolut, cu ajutorul cărora este posibilă stabilirea mișcării absolute, și, cu ajutorul cărora Newton a stabilit legile sale despre mișcare Știința modernă nu recunoaște spațiul absolut imobil Vorbind despre mișcare, de fiecare dată trebuie să se indice acel sistem de referință în raport cu care este determinată mișcarea, fără de care noțiunea de „mișcare" și, în particular, de „repaus" este lipsită de conținut Totuși, dintre toate sistemele de referință posibile, putem alege pe acelea pentru care sînl valabile, cel puțin cu aproximație, legile fundamentale ale lui Newton Cum se aleg aceste sisteme, numite „inerțiale", se va indica în partea a doua a prezentului „Curs de mecanică teoretică" Tot acolo se va arăta că pentru studiul ■ multor fenomene mecanice se poate lua fără erori sensibile, ca sistem inerțial, orice sistem de axe de coordonate, legat direct de suprafața pămîntului Legile fundamentale ale mecanicii stabilite de Newton, au fost considerate valabile timp de un secol și jumătate, pînă cînd s-a descoperit, la mijlocul secolului trecut, că interacțiunile polilor magnetici cu curenții electrici duc la forțe care nu se supun legilor lui Newton Atunci, pentru studiul acestui fel de interacțiune, a fost creată o știință nouă, anume „electro-dinamica" După aceasta, pînă la sfîrșițul secolului trecut, nu a fost nici o îndoială că mecanica lui Newton sau „mecanica clasică" este aplicabilă la mișcarea mecanică a oricărui, corp material, deși se știe că mărimea deplasării periheliului orbitei planetei Mercur, egală aproximativ cu trei sferturi de minut la un secol, este inexplicabilă Pe la începutul acestui secol, s-au observat și alte fenomene care nu se puteau explica folosind mecanica clasică Aceste nepotriviri între teorie și observații au dus la crearea „mecanicii relativiste restrînse" oare s-a dovedit a fi în stare de a explica mai multe fenomene decît mecanica clasică Totuși, gravitația universală continua să rămînă tot așa de enigmatică cum era și pentru savanții care trăiseră cu două secole în urmă Ce e drept, în decursul timpului s-a obișnuit) ca prin cuvintele „acțiunea la distanță", să se înlocuiască explicarea esenței fizice a acestei forțe Pentru explicarea gravitației universal», a fost generalizată mecanica relativistă restrînsă și creată „mecanica relativistă generalizată", cu ajutorul căreia s-a reușit să se explice esența gravitației și în același timp și deplasarea indicată Introducere mai sus a periheliului planetei Mercur Mecanica relativistă renunță la noțiunile lui Newton despre spațiu și timpii Je înlo-nuiți Totuși, această mai sus a cu ies te cu altele depărtate mult de'sensul cu care sîntem obiș-nuiți Totuși, această înlocuire se face observată pentru viteze foarte mari ale corpurilor; pentru vitezele obișnuite ale corpurilor, care sînt o fracțiune mică din viteza luminii, diferența dintre rezultatele folosirii noțiunilor lui Newton despre spațiu și timp si a noțiunilor relativiste despre spațiu și timp, este practic ne-ghiabna Studiul fenomenelor de radioactivitate a dus la descoperirea că atomii iau o structură complicată, iar încercările de a folosi mecanica clasică la studiul mișcării particulelor din care sînt compuși atomii, de exemplu la studiul mișcării electronilor, s-au soldat cu insuccese Pentru explicarea acestei mișcări a fost creată în jurul anului o știință nouă „mecanica cuantică și „mecanica ondulatorie“, care a făcut posibilă studierea mișcărilor din interioruf atomului Legile mecanicii cuantice diferă mult de legile mecanicii clasice Vedem că în locul mecanicii clasice unice, despre care se credea în secolul al XVIII-,Tea că este în stare să explice toate fenomenele, avem deja * în mijlocul secolului a® XX-lea, patru mecanici: clasică, relativistă restrînsă, relativistă generalizată și cuantică Dar, deoarece rezultatele mecanicii clasice sînt în general aplicabile, iar în condițiile practice de pe pămînt sînt totdeauna aplicabile la toate cazurile mișcării mecanice a corpurilor microscopice (inclusiv cele pînă la dimensiunile moleculelor) cu viteze mici în comparație cu viteza luminii, rezultă că studîul mecanicii clasice teoretice este necesar Totuși, nu se poate afirma că în prezent s-a ajuns Ia limită în domeniul mecanicii și că în viitor nu se va cere o lărgire ulterioară și stabilirea de noi puncte de vedere In cartea sa „Materialism și • em,piriocriticism“ (Opere, ed , voi pag ) >;’У I Lenin scria: - „Materialismul dialectic insistă însă asupra caracterului aproximativ, relativ, al oricărei teze științifice asupra structurii materiei și a însușirilor ei, asupra inexistenței unor hotare abso-ime m natura, asupra transformării miateriei în mișcare dintr-o stare in alta, incompatibilă pe cît ste, pare, din punctul nostru de vedere, cu cea dinții etc oricît de ciudată ar fi, din punctul rabil in materie ponderabilă și, invers, oricît de stranie^ X parea absența la electron a oricărei alte mase în afară de cea I £ Н-ѴЧ*' V -А CAPITOLUL I • *!■**«> ’’•'“ * FORȚA CA VECTOR л ’ ' * >** fl § Solid rigid și punct material Denumirea de statică provine de la cuyîntul grecesc „stasis“ care înseamnă a sta, nemișcare, repaus; prin urmare statica este știința care se ocupă cu starea de repaus a corpurilor imateriale sub acțiunea unor forțe aplicate asupra lor Raportînd poziția corpurilor materiale la sistemul inerțial de axe de coordonate amintit în introducere, vom numi echilibru absolut, starea de repaus a unui corp material sub acțiunea forțelor care sînt aplicate asupra lui, în raport cu sistemul inerțial de axe de coordonate De aceea scriind mai jos: „punct de repaus“, „axă de re-paus“ etc , se via înțelege mereu sub acești termeni punctul,, legat invariabil de sistemul inerțial, axa, invariabil legată de sistemul inerțial etc Starea de repaus a unui corp material în raport cu orice alte axe de coordonate care nu sînt Invariabile față de sistemul inerțial de axe ales, se numește echilibru relativ In statică, vom avea de-a fia ce numai cu echilibrul absolut al corpurilor materiale Dar, să admitem deocamdată fără demonstrație,: că legile echilibrului absolut se pot extinde în general și asupra echilibrului corpurilor materiale aflate pe suprafața pămintului Justificarea acestui fapt, ca și întregul studiu al echilibrului relativ, se face numai în dinamică Orice corp sub acțiunea forțelor ce-i sînt aplicate, fie că va rămîne în repaus, fie că va • intra într-o anumită stare de mișcare, își va schimba aspectul,! sau, cum se spune, se va deforma Deformațiile pot fi mari și atunci ele se vor observa imediat cu ușurință, spre exemplu întinderea unui șnur de cauciuc, întinderea arcului, încovoierea unei bare metalice subțiri etc Dar, des-formațiile pot fi și puțin vizibile, astfel că ele pot fi descoperite numai cu ajutorull instrumentelor de măsurat, specule, ca în cazul lungirii unei șine prin forțe de întindere, aplicate la extremitățile ei Studiul deformațiilor corpurilor sub acțiunea forțelor *♦» V Л *-’««uVa ѵ^мч ѵ ѴчЦ^Ы" iHgiitMîrgaKibii Еж; r ? ***** * - ■ ■ : \AB-AC\ ( ) Paralelogramul și poligonul forțelor Există multe demonstrații pur matematice a teoremei paralelogramului forțelor, dar in toate aceste demonstrații matematice, sînt totdeauna admise unele ipoteze echivalente cu regula paralelogramului Vom accepta fără demonstrație matematică legea paralelogramului forțelor, privind-o nu ca o teoremă matematică ci ca un principiu al științelor naturii care rezultă din experiență In practică, verificarea aceasta se poate face în felul următor: peste scripeții В și C (fig ) este trecut un fir la ale cărui capete sînt atîrnate greutățile P și Q; în punctul A al firului este a,tîrnatlă o altă greutate oarecare R, astfel încît întregul sistem să fie în echilibru Construind paralelogramtil ADFE, ale cărui haturi reprezintă la o șcară anumită greutățile P și Q, vom găsi că diagonala AF este îndreptată vertical în sus, în sens opus forței R și reprezintă, la scara adoptată, mărimea forței ? Așa și trebuie să Не; în adevăr, pentru ca punctul să fie în echilibru, greutatea R trebuie să fie echilibrată de tensiunile din fire, egale cu greutățile P și Q, adică cele două forțe P ș'i Q trebuie să se reducă la o singură forță egală și opusă' 'forțeft R, această forță fiind forța AF avînd direcția diagonalei paralelogramului Se neglijează greutatea firului Dacă lasupna punctului A acționează de exemplu trei forțe AB, AC și AD, atunci ele pot fi înlocuite cu o singură forță AF, înlocuind inițial forțelie AB și AC cu o singură forță AE și apoi înlocuind forțele AE și AD cu forța AF (fig ) Același rezultat se va obține compunînd forțele AB, AC și AD în laltă ordine JDe Forța cu vector ex'emplu, dacă vom lua inițial forțele Al) șl /ІС’, dliigomulla' paralelogramului construi! pe olie va li segmentul AC; construind apoi paralelogramul cu torțele ИС și AB, vom obține aceeași forță AF Diferitele ordine in care se pol compune accsl|c torțe sînt următoarele: „ > Л * Г Й-* J * C •' Ь ’ • •" ‘ Adunarea și scăderea vectorilor Să calculăm, spre exemplu^ suma geometrică sau vectorul rezultant a, a patru vectori ah ait a și 'și s-o proiectăm pe o axa oarecare A (fig- ) Deoarece proiecția vectorului a este egală cu AjEi, vom avea: A E =A B ~ AA = +ВіСі + Ci А +Д Elt ' deci: • z Proiecția vectorului rezultant pe o axă oarecare este egală cu suma algebrică a proiecțiilor vectorilor compcnenți pe aceeași axă Ж у ’ ^ \ T * Jb * w Ci * S- -■'Ț F Fig Luăm ca axă A succesiv axele de coordonate Ox, Oy și Oz al sistemului de axe de coordonate ortogonale Oxyz-, atunci din formulele ( ) și ținînd seamă de: regula precedentă vom cbtine: - „ ' i ' / ' (^z=^\z~¥^ z — I л • • • ‘ « Aplicînd formula ( ) vom obține? • n ^anz n nz j I • n / A Formulele-( ) se mai pot obține și în modul următor Avem tZ —ІСІХ ~\-j^y > a « ici ^ ja y * ■ • ч » * / rr decît aceste componente; ' dacă însă unghiul a este obtuz, aceste proiecții vor fi mai mici decît componentele respective, puțind surveni și cazul cînd una din proiecții, deși ma adică se poate reduce operația de scădere la aceea de adunare a vectorilor înlocuind vectorii care se scad a , ait as, prin vectorii de sens contrar —a , —'a , —as Este-ușor de văzut că folosind reprezentarea vectorilor după formula ( ) vom reduce ușor scăderea vectorilor la scăderea proiecțiilor lor \ ' § Reprezentarea vectorială și analitică a forțelor In § ne-am ocupat de vectorul liber, care se poate deplasa paralef cu el însuși, fixînd originea lui în orice punct din spațiu In ceea ce privește forța, am văzut în § că într-un solid absolut rigid, forța poate fi mutată dar numai în lungul suportului ei; vom afla în capitolele următoare ale cursului de statică (§ ),că deplasarea paralel cu ea însăși (translația) este imposibila fără ța adăuga forțe suplimentare Celelalte definiții și teoreme date, din teoria vectorilor, pot fi însă extinse direct și asupra forțelor De aceea, o dată cu‘vectorii liberi, vom studia și acei vectori a căror deplasare paralellă cu ei înșiși este restrînsă și anume vom studia vectorii care pot să alunece numai de-â lungul suportului lor ca și forțele aplicate asupra unui solid Acest fel Forța ca vector de vectori poartă denumirea de vectori alunecători (vectori gli-sanți) Din această definiție rezultă că: o forță aplicată unui solid, rigid, este un vector alunecător Deoarece intr-un solid absolut rigid forța este un vector alunecător, iar exemplul cel mai simplu de vector este segmentul de dreaptă, vom reprezenta ca in § fiecare forță, aplicată unui solid absolut rigid, cu un segment de dreaptă (cu săgeată) avînd aceeași direcție și același sens cu forța; lungimea acestui segment o vom lua la o anumită scară, egală cu modulul vectorului forță reprezentat Acest segment cu săgeată poate fi deplasat în lungul dreptei care coincide cu direcția segmentului, în orice punct al acestei drepte Pretutindeni în această carte vom nota vectorul forță prin F Dacă însă vom avea nu o singură forță ci mai multe, atunci la notarea fiecărei forțe vom adăuga literei F un indice corespunzător forței studiate Pentru reprezentarea rezultantei cîtorva forțe, ne vom folosi ca pentru o singură forță de litera F, fără indice Astfel, de exemplu, d acă în punctul A al corpului sînt aplicate cîteva forțe F , £ , • •, atunci rezultanta o vom nota prin F, deci vom avea: I k- '* * > punctul dat pe suportul forței; momentul forței este dirijat perpendicular pe planul determinat de suportul forței și punctul dat și este- orientat astfel incit un observator care stă în lungul vectorului să cadă forța rotind planul în sens contrar acelor de ceasornic Din această definiție urmează că momentul forței este un vector liegat Introducînd noțiunea de moment al unei forțe putem exprima mai simplu condiția de echilibru a pîrghiei Deoarece această condiție de echilibru constă în faptul că modulul momentului forței P în raport cu punctul O (fig ), este egal cu modulul momentului forței Q în raport cu același punct O, iar vectorii- moment au sensuri opuse, atunci o altă exprimare mai simplă și mai concisă a condiției, de echilibru a pîrghiei este: că, pentru echilibrul pîrghiei, momentul rezultant, în raport cu punctul de sprijin al ambelor forțe aplicate pîrghiei, trebuie să fie egal cu zero Tn fig sînt reprezentate: punctul O, forța F, planul tz care trece prin F și O, momentubAt; se vede că momentul M este orientat conform definiției Pentru modulul vectorului M avem M~Fd Vom preciza încă o dată că această reprezentare a momentului printr-un segment este pur convențională, ca și reprezentarea forței printr-un segment de dreaptă Vom-, avea Fd= aria ăAOB, iar modulul M poate să reprezinte mărimea suprafeței Fd numai în mod convențional, dacă vom conveni să Momentul unei forte în raport cu o axă reprezentăm unitatea de suprafața printr-o anumită unitate de lungime Triunghiul В se numește triunghiul momentelor Este evident că suprafața acestui tjriunghi nu se va schimba dacă vom deplasa forța de-a lungul suportului ei A; astfel, definiția momentullui nu este în contradicție cu proprietatea că forța aplicată unui solid absolut rigid este un vector alunecător Este evident de asemenea, că în raport cu orice punct care se găsește pe suportul forței, momentul forței va fi egal cu zero § Momentul unei forțe în raport cu o axă Să considerăm o axă oarecare D și o forță F (fig ) Pe axa D să luăm arbi- Fig trar două jjuncte O și O' și să considerăm momentele M și ' ale forței £ în raport cu laceste puncte O și O\ Evident că suprafețele triunghiurilor OAB și O'AB în gelnenal nu vor fk eUle între ele, așa că M#M’ Să proiectăm momentul M și momentul * ■ wJa D- V«m рго ес(іі е Si Mo' Să demonstrăm ca întotdeauna MO = MC In adevăr avem: Af = f cos (Af, £>) Af -Af’cos(Âf, D) Momentul unei forte și produsul vectorial Ducem printr-un punct oarecare (h de pe dreapta I) planul тг perpendicular pe dreapta D Deoarece vectorul M este perpendicular pe planul triunghiului OAB, iar vectorul M' este perpendicular pe planul triunghiului O'AB, unghiurile dintre dreapta D și vectorii M și ЛГ sînt egale cu unghiurile dintre planul in și planurile triunghiurilor OAB și O'AB și vom avea: ЛГ = агіа MOAB cos(/M, Z)) — aria , = aria ЫО'АВ cos (M't D)— aria АС^ДBt, adică Mo=M ; ceea ce trebuie demonstrat Astfel proiecția momentului unei forțe, în raport cu un punct oarecare de pe o axă , pe această axă, nu depinde de poziția punctului dat pe axă De aici rezultă următoarea definiție: • Momentul unei forțe în raport cu o axă, este proiecția pe acea axă a momentului forței în raport cu orice punct de pe axă Este bine să fie menționat următorul caz care se întîlnește des în practică și anume cazul cînd forța este situată într-un plan perpendicular pe axă Luînd atunci ca punct al axei pentru construirea vectorului moment, urma acestei axe pe planul dat, vom găsi că triunghiul momentului va fi și el cuprins în planul considerat; momentul forței va avea ca suport această axă, iar înălțimea triunghiului momentelor va coincide cu distanța de la suportul forței pînă la axă Prin urmare: Dacă forța este situată într-un plan perpendicular pe axă, atunci modulul momentului forței în raport cu axa este egal Cu produsul modulului forței cu distanța dintre suportul forței și axă Pentru ca momentul unei forțe în raport cu o axă să fie egal cu zero, este necesar ca momentul forței, luat în raport cu orice punct de pe axă, să fie perpendicular pe acea axă Evident că, pentru aceasta, este necesar ca axa și triunghiul momentelor să se găsească în același plan sau cu alte cuvinte: Pentru ca momentul unei forț-e în rdport cu o axă să fie egal cu zero, este necesar ca forța și axa să fie coplanare In cele ce urmează vom întîllni momentete unei forțe în raport cu puncte și axe; drept punct vom Hua adesea originea O a coordonatelor și drept axe —axele Ox, Oy, Oz ale sistemului ortogonal de coordonate Oxyz, In practică, pentru calculul momentului forței în naport cu o axă se folosește de obicei proprietatea, că momentul forței F în Produsul vectorial raport cu o axă (fig ) este qgal cu momentul proiecției ei Ft pe planul л — perpendicular pe axă — in raport cu axa dată, unei forțe, vectorul' forță printr-un alt vector oarecare, de exemplu, prin vectorul cantității de mișcare, vom obține momentul cantității de mișcare etc Toate aceste momente,, au o întreagă : perpendicular pe axă — in raport cu axa dată § Produsul vectorial înlocuind în definiția momentului unei forțe, vectorul' forță printr-un alt vector oarecare, de exemplu, prin vectorul cantității de mișcare, vom obține momentul cantității de mișcare etc Toate aceste momente,, au o întreagă serie de proprietăți generale care se pot studia cu ajutorul pro- dusului vectorial Fie diați doi vectori liberi, a și b Să mutăm acești vectori Intr-un punct arbitrar A din spațiu și să construim pe ei paralelogramul ABDC așa cum se arată în fig Dintre cele două fețe ale planului paralelogramului pe care trebuie pentru ca trecînd mul vector a, la vector b, să ne în sens pozitiv, să stăm, de la pri-al doilea deplasăm adică în ' sens contrar acelor de ceasornic In locul acestei con- strucții se mai poate utiliza și următoarea: prin extremitatea vectorului a, ducem al doilea vector b, astfel incit originea vectorului b să coincidă cu extremitatea primului vector și completăm linia frîntă obținută ABD cu două laturi pînă obținem paralelogramul ABDC Vom considera ca pozitivă acea față a planului paralelogramului, care va rămîne în partea mîinii stîngi, dacă vom ocoli acea suprafață mișeîndu-ne la început de-a lungui) primului vector și apoi de-a lungul celui de al doilea vector Acest, al doilea mod de construcție va fi folosit mai jos la § , la reprezentarea momentuluț forței printr-un produs vectorial’ Dacă considerăm b primul vector și a al doilea vector, atunci partea pozitivă va deveni cealaltă față a planului paralelogramului Determinăm aria paralelogramului ABDC și convenim s-o reprezentăm în mea egală cu aria pozitivă a planului pozitivă acea față considera vom mod simbolic prin segmentul c avînd lungți-paralelognarhu’Jui și construindu-l în partea paralelogramului, perpendicular pe suprafața — Mocanlca toorotlcA, Momentul unei forțe și produsul vectorial i unitatea de suprafață printre ‘ э lungime) Impunem segmentelor c astfel formate, încă o nouă condiție, aceea că ele pot fi adunate geo- paralelogramului (reprezentam anumită unitate de metric; această nouă condiție nu este în contradicție cu definiția segmentului c, și mai jos, în acest paragraf va fi clarificat sensul acestor adunări In același timp se va lămuri de asemenea că operația de obținere ia segmentului c din vectorii a și b, are proprietăți caracteristice înmulțirii De aceea segmentul c va fi un vector, iar modul de obținere ia vectorului c din vectorii a și b se numește înmulțire vectorială; înmulțirea vectorială se notează cu semnul X: Vectorul c se numește produsul vectorial al vectorilor a și b Așadar produsul vectorial a doi vectori, este vectorul al cârtii modul este egal cu aria paralelogramului construit pe acești vectori și care este dirijat perpendicular pe planul acestui paralelogram, dinspre partea pozitivă a lui •Deoarece, din cauza schimbării ordinii vectorilor se schimbă partea pozitivă a planului paralelogramului, vom avea: intr-adevăr vectorul bXa este ega'l ca modul cu vectorul aXb dar dirijat in sens contrar Se știe din trigonometrie că aria paralelogramului este egală cu produsul laturilor lui înmulțit cu sinusul unghiului format de ele De aceea, notînd unghiul dintre vectorii a și b prin ) ( ) De aici rezultă că produsul vectorial a doi vectori paraleli este egal cu zero pentru că pentru ei: Stau zero, atunci acești vectori sînt paraleli între ei Dacă modulele a și b ale vectorilor a 'și b sîr t egale între ele» iar vectorii sînt perpendiculari între ei, atunci |ăx |=a /сХ/с=О; ( : ) лх;=/-; *;- • ÎV'" Aplicînd aceste reguli la vectorii unitari i, j, k, vom obține - A -X I Ш • Formulele ( ) rezultă din considerentul că modulele vectorilor î, ~j, ~k sînt egale cu unitatea, prin urmare produsul /X/ are modulul egal cu aria pătratului construit pe vectorii unitari Г și f, adică ega‘ cu unitatea; el este dirijat în sensul pozitiv al axei Oz ~ Vedem că pentru produsul vectorial regula comutativității este aplicabilă în afară de semn, deoarece prin schimbarea ordinii factorilor, produsul vectorial are același modul și aceeași direcție, dar își schimbă semnul în continuare vom dovedi că produsul vectorial este distributiv Totodată, produsele vectoriale se vor aduna geometric și prin aceasta se confirmă că produsul vectoriali? esle în adevăr un vector S • ' ' ' Tot ceea ce s-a expus anterior, îndreptățește, denumirea de produs vectorial care este dată operației de obținere a vectorului c din vectorii a și b, conform formulei ( ); Pentru a dovedi că produsul! vectorial este distributiv să considerăm trei vectori oarecare ab a și b si să demonstrăm*că ni X&+U X& = (di + a )X& Pentru simplificare introducem notațiile:- Ci+a =d, aiXb = cb ă xb=c , dxb-c; cu aceste notații relația precedentă apare sub forma: Să examinăm mai întîi cazul cînd cei trei vectori i, ă ™ *n Paraleb cu a"e:ia?i pla,n- Să'j mutăm într-un punct os care din spafiu A și să construim Șl Ь oare-pe ei panalelipinedul • •>*’ *' • * ’ «а * Кв*і* л V >■ * ’^*‘ • * * *•” Momentul unei forțe și produsul vectorial ABCDAiBiCxDi (fig ) Ducem un plan perpendicular pe muchia AAX a paralelipipedului La intersecția cu muchiile paralelipipedului el formează o secțiune perpendiculară LMNP care este un paralelogram cu laturile hi și A și diagonala H Să rotim acest naraleloffram în planul său cu ° în juruit punctului L in * paralelogram în planul său cu ’ în juruit punctului L in sensul către cititor; alunei segmentele i, h și H vor avea direcția produselor vectoriale at Xb, a Xb și dXb Fără a schimba orientarea laturilor acestui paralelogram rotit, să mărim lungimea laturilor lui de b ori, ca avem LMi — bhi, LPi = bh și sa » - «г Ș л і в LNi = bH Deoarece modulele vectorilor c(, c , c, sint respectiv: ci=aria ABBiAi = bhi, c =aria ADDiAi=bh>, c=aria ACCiAi = = H, vedem că segmentele LM\, LP\ și LNX vor reprezenta ca mărime^ ca direcție și sens vectorii cx, c și 'c, prin urmare relația c=ci + c este demonstrată Presupunem acum că’cei trei vectori ax, a și b sînt paraleli cu același plan; atunci, mutîndu-i într-un punct oarecare din spațiu, vom vedea că acești trei vectori sînt în același plan și de aceea nu mai putem construi paralelipipedul pomenit anterior To uși, nu este greu de demonstrat, că în acest caz produsul vectorial este distributiv^ In adevăr, presupunem că am mutat ce» trei vectori alt a și într-un punct cum se arată în fig Construind vectorii atXb, a Xb și dxb în punctul Л, vom găsi ca toți acești vectori vor fi perpendiculari pe plănui desenului și, V- Ль тол Produsul vectorial prin urmare, egalitatea vectorială se reduce în acest caz la o relație scalară și anume , sa u &Xai + &X« =&X(ai + a ) ( ) Repetînd același procedeu care se folosește la deducerea regulii înmulțirii a două polinoame între ele din’regula înmulțirii unui polinom cu un monom, vom aveia: (a+&)X (c+d)=aXc+aXd+b Xc+bXd ( ) Este evident că suma situată în partea dreaptă a formulei ( ) este o ’ sumă geometrică ' , Este ușor de văzut că dacă m și n sînt scalari, atunci trebuie să avem amxb n= (aXb) m n Bazîndu-ne pe formulele ( ) și ( ) nu este greu să se obțină expresia produsului vectorial a doi vectori, cînd acești vectori sînt exprimați prin vectorii unitari i, ], k In adevăr fie dat: a idx +Jay+kax, b — ibx+jby+kbz Momentul unei forte și produsul vectorial Aplicînd formulele ( ) și ( ) vom obține с ~ а X b=(tax+jay-\-kaz) X \ibx +jby+kbz)~ *=> (zXf) axbx-\-(i:Xj~) dxby + (iXk)axbz+(jXi)dybx-\- (Jx'j) riyby — +( x^) z?A+(^Xi) azbx+(kXj) azby+(kxk)azbz De aici în baza formulelor ( ) și ( ) vom obține: c=i (tzybz— azby)-\~j(ozbx—ахЬг)~)гк (jixby a ybx') • ( ) Exprimind vectorul ,c prin aceiași vectori unitari i, j, k, după formula •• ■ ₽ ; > іаге reprezintă proiecțiile prouusuiui ăxele de coordonate și anume: vom ajunge l(a formulele care reprezintă proiecțiile produsului vectorial a doi vectori pe Formula ( ) mai poatp fi prezentată simbolic și în felul următor: ’ Expresia care se găsește în partea dreaptă a formulei ( ) și este reprezentată printr-o tabelă simbolică plasată între două linii verticale, se numește determinant Cantitățile сагё intervin în tabelă' se numesc elementele determinantului; elementele care stau în același șir orizontal formează linii iar elementele care compun un șir vertical formează coloane Tăind oricare linie sau coloană, de exemplu prima linie și prima coloană vom obține determinantul: care se numește minerul determinantului ( ), in raport cu elementul i Convenim să dezvoltăm determinantul cu două linii și două coloane după următoarea formulă: ad—hc Momentul unei forțe ca produs vectorial După aceasta este ușor de diat următoarea regulă de dezvoltare a determinantului ( ) care duce la formula ( ): Pentru a dezvolta determinantul' ( ), trebuie să înmulțim primul element al primei linii cu minorul său, apoi să scădem produsul elementului al doilea din prima linie cîu minorul său și l’a rezultat să adăugăm produsul dintre elementul al treilea al primei linii cu minorul său (In partea dreaptă a formulei ( ) elementul al doilea are semnul plus, întrucît-semnul minus este introdus în interiorul parantezei) § Momentul unei forțe ca produs vectorial Momentul unei forțe în raport cu' un punct așa cum s-a definit la § , este ușor de interpretat ca un produs vectorial In adevăr, fie forța F și se cere să se găsească momentul ei în raport cu punctul O Pentru aceasta construim triunghiul momentelor OAB si vom * numi vectorul O A care unește punctul dat O cu I originea A a vectorului Fig • forță F, vectorul de pozi- • Mie r al punctului A (fig ) Efectuînd produsul vectorial rXF, [ după regula stabilită la § vom vedea ușor că acest produs vec- • torial reprezintă ca mărime, direcție si sens' vectorul-moment M adica • * • M=FrXF ( ) Formula ( ) nu este în contradicție cu definiția forței ca d var, să deplasăm forța pe suportul eî într-un alt punct A' și vom notia vectorul care unește punctul O cu A' prin r' Deoarece r'=r+AA', momentul în raport cu punctul O al forței F aplicată în punctul A', va fi РХЕ-'( +ДЛ')ХЁ= хЁ+ЛЛ'ХЕ= хЁ deoarece AA'xF~ Vom sublinia că în mecanică sin tem nevoiti sa determinam nu numai momentele forțelor ci si momentele alta vectori; taie aceste momente se cafatleară ditpTfomuta Momentul unei forțe și produsul vectorial Să notăm proiecțiile vectorului M pe axele de coordonate Mx,My și Mz, atunci M •= iMx ArjMy * kMz • ( ) Aplicînd formulele ( ), ( ) și ( ) vom obține pentru momentul M al forței Л în raport cu originea coordonatelor O, următoarea expresie: M ( > Referi ndu-ne lia formula ( ) formula ( ) și dezvoltînd determinantul din după formula ( ), vom găsi: ale My=zX—xZ, > Mz=*xY—yX J ( ) reprezintă proiecțiile Mx, My și M pe axele de coordonate, adică în baza § mo-raport cu axele Ox, Oy și Oz Formulele momentului M mentele forței F în Prin analogie cu formulele ( ) și ( ) vom obține: Mx=Afcosa, My=M cos b, ЛІг=Мсо с, М=о/м х+М -рМ , Mx My cosb=-^, Din formulele ( ) rezultă că: • ■ MxX+MyY+MzZ= COS C=nrj M ( } Relația ( ) arată că egalitățile ( ) nu pot fi considerate ca trei ecuații independente cu trei necunoscute лѵ у, și г, adică din cele trei ecuații ( ) cu forța dată F și momentul ei Al nu se poate determiha un singur punct А (л; у, ?) Acest lucru este perfect normal, deoarece forța F este un vector alunecător și ecuațiile ( ) sînt de fiapt ecuațiile suportului forței F Exact la fel avem: Momentul unei forțe ca produs vectorial T * » i De aici rezultă că din celei trei ecuații ( ) nu se poate алей* dat momentul M și 'determina o singură forță F, cînd punctul / (x, t/, z ) In adevăr, notînd unghiul OAB (fig ;) prin cp, vom obține: M — Fr sin Momentul unei forțe și produsul vectorial Aplicînd la membrul drept al acestei rellâții formula ( ) și linîr d seamă de formula ( ), vom avea: M'^M-cÎXF ( ) Astfel: Momentul forței'în raport cu punctul O' este egal cu momentul forței în raport cu punctul O minus momentul în raport cu punctul O al acestei forțe mutate paralel cu ea însăși în punctul O' Dacă avem d\\F, atunci din formula ( ) rezultă că Л^= И; prin urmare momentul forței nu variază dacă se mută punctul, in raport cu oare se calculează momentul, de-a lungul unei drepte paralele cu forța Vom da acum expresiile analitice ale formlulelor vectoriale obținute Astfel, din formula ( ) vom avea: M' — jMy-\-kM‘z— x—x' у—у' ( ) M’y^z-z’yX- Mz ’ nu trebuie să unui triunghi de-a suprafața triughiului nu 'an iu p tanul Oxy șj cău- paralelă cu /•' In adevăr, variei Pd^ " OI C ’ ! în raport cu punctul O lungul unei drepte paralele cu baza variaza și triunghiul răinîrfe în același pi Este evident că dacă forța se găsește І „лу S cau i Zh? ,'n r f ''^ ’n Ia₽Ort C“ lm ₽*“* di" ««M pîan Л î ЯХ? ‘)un rtogonale Охуг, le vonT scrii У Sisfemului de coordonate aplicație A, al forței, fe vom nota X ir „ ’Jar coordon*tele punctului de Se dă tforta F q n ' ‘ У, )' h se Ceașcă 'л ' Г'Т-"', > ori^mea coordonatelor Avem* J; ’ * acestei forțe, în raport cu De aici rezultă: Z/т , > COS C Vi ■- Vf Q — COS n=r -pn L ѴГ ’ Efectuînd calculele se‘va obține: Л'/ = , a = °i ’ " ь = б ачсі' ч’' Ча «a ’ o* , ^ Г м ^Л Л , eu punere ^iy=^Aj—,V Z( = i i jb , ли=г Л'а—,г г « • — • = iS de Âf ‘^ XCS^ ‘^ * Momentul unei îf>rțe și produsul vectorial Deoarece prima forță fj trece prin punctul Ai care se găsește рейха Oz, momentul ei M[z în raport cu axa Oz trebuie să fie egal cu zero; deoarece a doua forță Fj trece prin punctul A^ care se găsește pe axa Ox, momentul ei Л' ѵ 'n raport cu axa Ox trebuie să fie egal cu zero; egalitatea cu zero a acestor două momente rezultă și din calculele precedente De-aici, pentru proiecția momentului rezultant, găsim: Mx=Mlx+Af x+M X=- + + = , My=M] y-t-A^y + = — — =— , MZ = MIZ+M + M Z= + + = • ' ' в, * * Prin urmare avem: M=VAl v+My+Af = Ѵ + + = ѴГ І , și ‘ : , — COS Д = — t COSb~-==, COSC = -^=X- Vi Vi Vi % ' • ‘u- • S» “->**» y;>r- Efectuînd calculele, obținem: M= , ; a= ° ‘ "; &== ° ' "; ’с= эЗГ м Cosinușii unghiurilor a doi vectori liberi ai și a cu axele ortogonale Oxyz sînt respectiv (ar, Ți) și f« , ₽ » T ); să se găsească sinusul^ unghiului ф dintre vectorii a\ și a Deplasăm jyectorii ai și o? paralel cu ei înșiși într-un punct oarecare A din spațiu fie a® și a^ vectorii lor unitari; este evident că proiecțiile vectorilor a\ și pe axele de coordonate vor fi respectiv egale cu («i, pi, țJ și (a , Тг)» Să formăm produsul vectorial ei va egal: kz~ а^ X ^ ~~~ « ₽i Ti (P T —Tife) +У(тіa —aiT )+^(ai₽j—₽i° )• ₽ T Deoarece l =i • sin cp-sin cp , » rezultă de aici; sin • ■ > t Forțele aplicate asupra unui corp material, datorită cărora corpul material acționează asupra legăturilor — și legăturile ♦ Legăturile și reacțiunile introduse în ele ( dezvolta reiacțiuni - ■ se numesc țorțe active, rcacțimijle, însă se mai numesc și forțe pasive, pentru că existența lor este condiționată de prezența forțelor active, de caro depinde, in general mărimea, direcția și sensul lor Tn unele cazuri este posibil să se găsească imediat reacțiunile ca: mărime, direcție și sens Să examinăm, de exemplu, un punct material greu pe un plan orizontal Este evident că forța cu care acel punct mpasă pe plan este egală, dar de sens contrar, cu aceea cu care planul apasă asupra punctului; astfel, reacțiunea produsă de plan este egală ca mărime și direcție dar de sens contrar cu greutatea punctului Vom sublinia că presiunea punctu- lui pe plan și reacțiunea pla'nlului, forțe egale ca mărime și direcție și opuse ca sens sînt aplicate la corpuri diferite; prima forță este aplicată planului și a doua punctului; de aceea, studiind forțele ' aplicate acestui punct material nu se poate elimina reacțiunea pianului, socotind-o echilibrată de presiunea punctului pe plan In majoritatea cazurilor reacțiunile sînt necunoscute ca mărime, direcție și sens Totuși, se pot indica un număr de cazuri simple cînd direcția și sensul reaicțiunii se pot stabili, independent de forțele active Să examinăm cele mai importante din aceste cazuri Dacă punctul sau corpul pot luneca pe o suprafață sau pe-o curbă, fără frecare, atunci reacțiunea este dirijată normal pe suprafața sau pe curba,' de-a lungul căreia se poate produce lunecarea In adevăr, să presupunem că punctul A se găsește pe suprafața S (fig ) Dacă nu există frecare atunci nu există nici o forță situată în planu'J tangent la suprafață, care să împiedice Legaturi și roacțiuni Produs scalar - :— - - - — ■ r ■« • mișcarea punctului / pe suprafața Prin uimare, reacțiunea A* trebuie să fie dirijată după normala la suprafață Dacă suprafața sau curba care limitează un corp poale luneca fără frecare pe un punct, fix sau pe un corp, atunci reac-țiunea este dirijată normal pe acea suprafață sau linie Explicația este aceeași ca în cazul precedent Exemplul reprezentat în fig cuprinde ambele cazuri; o bară grea ABC de greutate P poate luneca fără frecare cu extremitatea ei A pe un plan orizontal, bana rezemîndu-se pe stîjpul DB Reacțiunea R\ în Ipunctul В este dirijată după normală la bara ABC, deși reacțiunea R în punctul A este dirijată după normală Га planul •orizontal MN Cu toate că lunecarea fără frecare nu există în realitate, totuși, diacă forțele de frecare sînt mici în comparație cu celelalte forțe date în problemă, de multe ori se pot neglija forțele de frecare introdueîndu-se convențional, legături fără frecare, așa cum s-a făcut adineaori Legăturile fără frecare se numesc legături ideale; în volumul II al cursului de față în capito’Jul „Lucrul mecanic și putere", se va da o definiție mai generală a legăturilor ideale • ъ Dacă legătura este realizată cu ajutorul unui fir, reacțiunea este dirijată în lungul firului - In adevăr, să ne închipuim': punctul greu A de 'greutate P atîrnat lia capătul firului AB (fig ); este evident că reacțiunea este forța T dirijată în lungul firului, egală ea mărime și direcție cu greutatea P a punctului A și avînd sensul contrar Dacă, firul greu nu va fi vertical ci înclinat față de orizontală, atunci sub acțiunea greutății firul va căpăta o formă curbă; în acest caz forța T de la extremitatea lui fiind egală ca mărime și direcție cu forța aplicată la acest capăt dar în sens opus, va fi totodată așezată de-a llungul tangentei la fir în extremitatea lui Așa este, de exemplu, cazul firului telegrafic întins între doi stîlpi In cursul de față vom studia firele cu greutate proprie mică și cu grosime atît de mică ineît vom putea neglija totdeauna greutatea proprie a firelor; de aceea, vom presupune că firele întinse sînt rectilinii, iar reacțiunile, dirijate în lungul firelor Dacă legătura este realizată prin intermediul unei bare rigide, a cărei greutate se neglijează si care este articulată la ■capete, reacțiunea este dirijată în lungul barei Problema de baza a staticii • T J b- -» -«Й *“*-****• * • •* **«* fr «W -> fyj - J- L ’ j л A deformată a barei Fig Fig In adevăr să ne închipuim bara AB articulată în punctul B; de bară se atimă punctul greu Л cu greutatea P; vom obține aici același caz, ca și în fig Dacă la capătul A al barei AB± suspendat prin intermediul articulației B, vom apăsa cu forța F, dirijată în lungul barei AB, atunci se va "dezvolta reacțiunea T, egală ca modul și direcție cu forța F și dirijată în lungul barei în sens contrar forței F (fig ,') Dacă mărimea forței F va depăși o anumită limită, bara reală și materială AB se va deforma; forma se determină în acest caz cu ajutorul teoriei rezistenței materialelor în cursul de față forța F se va presupune totdeauna mai mică decît această forță limită și bana va rămîne nedeformată; In cazurile studiate anterior, direcția reacțiunii se poate determina din caracterul legăturilor, independent de forțele active I Totuși, în cazul general, reacțiunile sînt necunoscute afit ca I mărime cît și ca direcție Să examinăm, de exemplu, o ușă grea ! avînd două balamale; tragem de minerul ușii, căutînd s-o scoatem din balamale ’ Evident că ușa acționează cu o anumită forță x asupra balamalelor, iar reacțiunea balamalelor va fi e'gală ca mărime și direcție cu această forță, dar de sens opus; în căzut acesta însă nu cunoaștem nici mărimea acestor reacțiuni, nici direcția! după care ele acționează § Problema de bază a staticii în paragraful precedent am văzut că toate efectele • legăturilor se reduc, din punct de vedere mecanic, la reacțiunea pe oare ele o dezvoltă' De aceea, împreună cu forțele efectiv:aplicate asupra punctelor și corpurilor materiale, vom considera-că acționează în majoritatea cazurilor și reacțiuni care vor înlocui,! dhi punct de' vedere mecanic, acțiunea legăturilor asupra punctelor și corpurilor materiale Este evident că adăugind la forțele date reacțiunile introduse de legaturi, punctele și corpurde materiale pot fi considerate libere " Mecgnfca leoretlcft, ( Problema de baza a staticii constă in a aflia daca punctele materiale și corpurile pot răniine în echilibru absolut, sub acțiunea forțelor date și a reacțiunilor introduse de legal tu i Este evident că, pentru aceasta este suficient sa cunoaștem cazurile în care forțele aplicate unui punct material sau unui solid Liber se echilibrează De obicei, în cursul de statică, această problemă nu se rezolvă deodată pentru un sistem oarecare de forțe; de cele mai multe ori cazul general se tratează treptat, studiind inițial cazul forțelor concurente, al forțelor paralele, apoi sistemul plan de forțe și în cefe din urmă sistemul de forțe în spațiu Orice problemă de echilibru se reduce la formarea și rezolvarea ecuațiilor de echilibru, în care intră toate forțele ce acționează asupra corpului material Astfel, reacțiunile sînt-în general necunoscute în problemele de statică și efe trebuie determinate Găsind mărimile și direcțiile reacțiunilor putem, de exemplu, să ne dăm seama dacă legăturile vor rezista sau nu la sarcina ce li se aplică La examinarea ecuațiilor de echilibru pot avea loc trei cazuri: ) Numărul ecuațiilor de echilibru poate fi mai mare decît numărul reacțiunilor necunoscute; în acest caz eliminînd din ecuațiile de echilibru reacțiunile, vom obține ecuații care leagă între ele caracteristicile mecanice și geometrice date ale corpului material: echilibrul va fi posibil' numai după satisfacerea acestor ecuații De aceea, aceste ecuații care nu conțin reacțiunile necunoscute se numesc condiții de echilibru ) Dacă numărul ecuațiilor de echilibru este egal cu numărul de reacțiuni necunoscute, în așa fel îneît din ele se pot determina toate reacțiunile, nu există condiții de echilibru și din ecuațiile de echilibru șe determină numai reacțiunife necunoscute Cazul ) și ) poartă denumirea comună de cazuri static determinate ) Dacă din ecuațiile de echilibru nu se pot determina toate reacțiunile, adică ecuațiile sînt măi puține decît reacțiunile necunoscute, atunci avem un caz static nedetermirtat In cazurile static nedeter-minate nu sînt suficiente teoremele din statică și pentru determinarea tuturor reacțiunilor sîntem nevoiți să recurgem la studiul proprietăților elastice iale corpurilor, de aceea, studiul cazurilor șțatic nedeterminate, este expus în teoria rezistenței materialelor și nu ne vom ocupa de ele în cursul de mecanică teoretica § Produsul scalar După cum vom vedea mai departe, avem adesea de calculat produsul modulelor a doi vectori prin cosinusul unghiului cuprins între ei In particular, proiecția unui * -• - ••/ : ’ ■-»■•■ , ■ t Produsul scalar S = » ®aș;:•■ =- cz/^ COS ф, / o \ r\ T • O âZErB’TX? а -Р-â produs scalar de ( ) așa ca vom avea: Deci: a -b = ab cos ț> ^ /cr “ йООІЖ В шію ' „™ ILlT!'e,tl!?a'Oarea “nghlului * produsul scalar definii ' aeeș^î^ priește egal cu zero, atunci comutativă ^oarece; ' ^ rez“lta ca Pr°dusul scalar este o operație a' b = a b cos cp = b> ă Observăn, că pe baza celer expuse Щ trebuie avem: ( ) Dacă b=a, atunci * adică produsul scalar al “■ "=a-a~aa cosO=ant adică produsul scalar al unui х,ол+ pătratul modulului acestui vector De^id Sm?i by> - ctZ'bz>, X în care indicii x, y, z se referă la sistemul ortogonal de coordonate Oxyz și indicii x' y' z' lia alt sistem ortogonal de coordonate O'x'y'z' , Știm că momentul M al forței F este perpendicular ne vectorul F și pe vectorul de poziție r al orijginei vectorului forță și, de ațeea trebuie să avem: * % M ■ F — , M ■ r = , ) lor en- sau în baza formulei ( ): MxX - My Y-j- MzZ—• , xMx -f- yMу -\-zMz » , adica vom obține formulele ( ) și ( ) Vedem cil de repede se obțin formulele ( ) și ( ) cu ajutorul produsului seE t Legături și reâețiuni Produs scalar •* ж- ț , X» Я § Exemple Doi' vectori a și b> sini definiți prin proiecțiile lor a ( , , ) și b ( , , ) pe axele sistemului de coordonate ortogonale Oxyz, Să se afle proiecția celui de-al doilea vector, b, pe direcția primului vector Notînd prin у unghiul dintre vectori, avem: a ~b — ab cos y ; a • b ax^x ^yby ~^azbz do aici obținem: b cos ф= = - - a numerice găsim: Introducînd valorile ) , t * д/ + + V V Fie a, b, c și m, n, p, șase numere arbitrare, să se verifice următoarea identitate:- (a ^ L C ) (rn? -n ^ )—(arn -&n ^cp)H(ф—сЙ) + (cm—ap) +(ăn—bm) Această identitate se numește identitatea lui Lagrange; din ea rezulta că partea din stingă a acestei identități este totdeauna pozitivă sau egală cu zero Să considerăm (a, b; c) și (/n/n Рг» T ) cosinușii unghiurilor acestor vectori cu axele de coordonate, avem: a ni ai = - === V a - & +c b (Хз — — -‘ }/т +п: ±р n g = t = care trebuie! demonstrată cu* produsul împărțind ambele părți-ale identității (a +b +c ) • (m -n -p ) vom obține: — (aț + gip + Ti T ) = (З Т “ Ti fe) + (îiK —' ai Y ) +(*i ₽ — ₽і n In forma analitică ecuațiile de echilibru, vor fi: Deoarece, drept axe de coordonate se pot lua trei drepte concurente și necoplanare chiar dacă nu sînt perpendiculare între ele (în ultimul caz vom avea un sistem de' coordonate oblice) ajungem Ia următoarea regulă: Pentru ca sistemul de forțe concurente să fie în echilibru, este necesar și suficient ca suma proiecțiilor tuturor forțelor pe trei direcții neparalele între ele și necoplanare să fie egală cu zero Dacă toate forțele concurente sînt situate în același plan, atunci, în loc de trei direcții pentru formarea proiecțiilor forțelor este suficient să se ia numai două direcții care se află în același plan cu forțele In cazul a trei foițe concurente, poligonul forțelor se reduce în cazul echilibrului la un triunghi; deoarece triunghiul este o figură plană, rezultă de aici că trei forțe concurente se pot afla în echilibru numai în caz cînd ele sînt situate în același plan Relațiile ( ) și ( ) sînt ecuațiile de baza pentru dezvoltarea problemelor de echilibru al unui sistem de forțe concurente уд Horțo concurente вЭ* л *-w\ »>• *м\ , rț, sînt vectorii de poziție ai punctelor da aplicare Ль А, Л, ♦ alo forțelor \, Fb Ез, -♦ momentul rezultant M al acestui sistem de forțe în raport cu punctul este suma: дІ = Д і -ЛІ +УИ,з + = n • ( » ^ n n , w ж ’ Â W l t-fc**** • ‘ ** «x ІіМІ * XL-> A C /-xr r/X’ - ■ Л Ж sau după formula ( ): m=Fx(Fi+ă +A+' J^Fx№: / Aplicînd ' la partea dreaptă ia acestei relații prima din formulele ( ) vom obține: M= Wi H-M ~t" • —fXF ( ) Partea dreaptă a formulei ( ) reprezintă momentul rezultantei față de punctul O; astfel teorema lui Vârignon pentru un sistem de for[e concurente se enunță în modul următor: Momentul rezultant in raport cu un punct oarecare al unui sistem de forțe concurente, este egal cu momentul rezultantei, in raport cu același punct Vom dovedi că, șervindu-ne de teorema lui Varig'non, se pot obține formulele ( ) pentru proiecțiile Mx, My și Mx a’^ momentului M al forței F Fie dată forța F S-o descompunem în Teorema lui Varignon % n ( ) trei componente X Y și Z, paralele cu ax'ele ide coordonare (fig ) Pe baza teoremei lui Varignon, momentul în raport cu punctul O al forței rezultante F este egal cu suma geometrică a momentelor, in raport cu punctul , ale forțelor componente X, Y, Z Dar, din formulele ( ) și ( ), urmează: Mx = M ] x+M X -Xl^x " • Mv=M\ у - М У - M^y " ’ Л Mz—Af[ z ~ XIqz " M Z “ ■' ‘= • ■ ■ ’ n Formulele ( ) se pot interpreta în felul următor: Momentul rezultantei forțelor concurente în raport cu o axă oarecare este egal cu suma momentelor în raport cu aceeași axă a forțelor componente Vom căuta, de exemplu, momentul Mz al forței F în raport cu axa Oz Din ultima formulare a teoremei lui Varignon, valabilă pentru orice’fel de axe, deducem că pentru determinarea momentului Mz trebuie să se găsească momentele forțelor X, Y, Z in raport cu axa Oz și să le adunăm Deoarece forța Z este paralelă cu axa Oz, momentul ei în raport cu axa Oz este egal cu zero (§ ); momen- x cu -x Y, întrucît dis- tanța forței У de axa Oz este egală cu л și forța Y tinde să producă in raport cu direcția pozitivă a axei Oz o rotație în sens contrar acelor unui ceasornic; prin analogie vom găsi că momentul forței X, în raport cu axa Oz este egală cu —yX Astfel în conformitate cu relația a treia din formulele ( ) avem: Mz ——yX+xY+O—xY—yX, adică ajungem la ultima relație din formulele ( ) ( Forte concurente § Exemple Un punct material cu greutatea P se găsește pe un plan înclinat perfect neted care formează unghiul ? cil orizontala; se cîerc să se studieze echilibiul punctului știind că asupra lui mai acționează forța CȚ paralelă cu planul înclinat și dirijată în sus Reprezentînd forțele P și Q pe figura , trecem la examinarea legăturilor Este evident că punctul material considerat este supus unei legături, deoarece punctul trebuie să rămînă pe planul înclinat BC, Deoarece nu există frecare, reacțiunea R a legăturii trebuie să fie dirijată perpendicular pe planul înclinat; să însemnăm pe figură forța R Astfel am ajuns la căutarea echi-libiului punctului A sub acțiunea a trei forțe P, Q și R începem cu procedeul geometric (grafic) de rezolvare a problemei In primul rînd vom construi poligonul forțelor care trebuie șa fie închis pentru ca să existe echilibru, adică cele* trei forțe P, Q și R trebuie să formeze^ un triunghi în acest scop ducem un vector egal și paralel cu forța P; din originea lui ducem un vector ega£ și paralel cu forța Q Deoarece forța R este perpendiculară pe forța Q, ducem, în fig , din extremitatea vectorului Q o dreaptă perpendiculară pe vectorul Q și în caz de echilibru, trebuie să observăm că dreapta dusS trece prin originea vectorului P; în ^ceasta constă condiția de echilibru exprimată geometric Lungimea laturii R a triunghiului din fig determină modulul necunoscut ca mărime al reacțiunii R Din triunghiul reprezentat în fig este ușor de dedus că condiția de echilibru va fi Q=P sine? și reacțiunea se determină prin egalitatea R=P cosqp, adică ajungem la interpretarea numerică a rezultatelor obținute geometric frecînd la metoda vectorială de rezolvare a problemei, scriem ecuația de echilibru de forma ( ), și anume: P h Q I R•« Ca să deducem din această ecuație modulul forței R vom înmulți ecuația scalar cu vectorul unitar R°; deoarece R° J Q vorn obțin*?: P R'+R-R^O * а ш W *• ' Deoarece unghiul dintre vectorii P și R° este egal cu *-?, găsim de aici: „ —P cos? +л=и, • - ■ adică ajungem la formula precedentă pentru modulul forței R Pentru a găsi condiția de echilibru, adică pcntru a elimina forța R, înmulțim ecuația de echilibru scalar cu vectorul unitar Q°; vom obține: PQ°-i-Q- Q°= Deoarece unghiul în^^ygptorii ? Q° es^e e£al cu ^* VOm —P siln’^ + Q = , sadică, ajungem la condiția de echilibru sub forma obținută mai sus In sfîrșit, să rezolvăm aceeași problemă pe cale analitică Pentru aceasta trebuie să proiectăm toate forțele pe două direcții neparalele' și sumele proiecțiilor să le egalăm cu zero, Șă alegem aceste direcții și anume direcția CB și direcția forței R, Proiecțînd toate forțele pe direcția CB, vom obține pentru proiecția forțelor P, Q și R, respectiv —Pcos de aceea, prima ecuație va f • * pe* ~ i‘ ** • —JPsincp + Q = ; * • t Proiecțînd aceleași forte pe direcția forței R, vom avea respectiv * • a * * ' ' • **’ , ** L • V ' • • * ’ —Pcoșy, , R; proiecțînd, obținem a doua ecuație sub forma —P cos ?-l-/?= Este necesar să explicăm de ce am ales direcțiile precedente pentru efectuarea proiecțiilor Ca să arătăm avantajul acestor direcții și să obținem regula pe care trebuie să o urmăm, vom rezolva aceeași problemă luînd ca direcții pemru proiectare axele Ox și Oy (fig ) ' Proiecțînd forțele P, Q, R pe axele Ox și Oy vom avea respectiv: Oy) —P, Qcos Formînd ecuațiile, vom obține; Ox) , — Qcosrp, Rcos • • R sin ; R cos ф Q sin ț, — Q cos cpH-/?stn - , — P +Q sin ?-b/?cos ^ = Forțe conciirviite Vedem că modulul R al rcacțiunii a intrat iu j condiția înmulțim obținem: ambele ecuații, eliminăm pe R cos ф, a doua cu sin y de echilibru va fi' necesar prțma ecuație cu Q cos* cp - P sin y + Q sin ? = , Pentru a obține Pentru aceasta, și adunfridu-le sau Q — P sin cp = Pentru a găsi valoarea forței R, fnmulțim prima ecuație cu sin y,a doua cu cos ф și adunîndu-le vom avea: /?sin ’ • ■ ' ? ‘ " «Z-" ’ >' rații algebrice, în timp Am obținut ecuațiile precedente dar numai după i ce luînd pentru formarea proiecțiilor direcțiile CB și R vom obține imediat aceste ecuații Nu este greu de explicat acest lucru Observăm că dreapta CB este perpendiculară pe R; de aceea proiecția forței R pe direcția CB este nulă Proiecția forței R pe direcția R va fi - ?, adică una din ecuații ne dă condiția de echilibru, iar cealaltă, modulul reacțiuniL Desigur, dacă direcția reacțiunii nu ar fi cunoscută, atunci nu s-ar putea alege o direcție perpendiculară pe ea De aici rezultă următoarea regulă: La alegerea proiecțiilor pentru eliminarea din ecuația de echilibru a reacțiunii a cărei direcție - este cunoscută, trebuie luată ca direcție pe care se proiectează forțele, direcția perpendiculară • pe re acțiune , Un punct material se găsește pe o circumferință cu raza a, și este respins după o direcție perpendiculară pe diametrul vertical Ou al acestei circumferințe, cu o forță egală cu тш х unde m este masa punctului, u» — un coeficient de proporționalitate și x distanța punctului la dreapta Ou Să se stud'eze echilibrul punctului Notăm unghiul format de raza ОЛ, dusă prin punctul dat, cu axa orizontală Ox prin (fig ) Deoarece și în acest caz punctul nu este liber, la forța activă a greutății mg unde g este vom avea: sau condiția de echilibru se reacțiunii R următoarea triunghi valoare, direcție și sens, este cunoscut numai faptul că latura /яо> х este dirijată pe orizontală Din acest triunghi avem: m u>?x = mg ctg mg cos ф (m u)'a—— T \ sin ? COSm = , sincp=—r- • V ■ >~ atunci sînt posibile două poziții de echilibru, atit în punctul В cît și în acel punct A în care rezultanta forțelor m și mg este dirijata după direcția razei O si va fi echilibrata de reacțiunea normala P Se poate demonstra * că în acest din urma caz, poziția de echilibru în punctul A va fi stabilă, iar în punctul В nestabilă în punctul A este atîrnat un fir care susține greutatea Pi; la capetele firului petrecut prin doi scripeți В și C sînt fixate greutățile P și Рзі ș întregul sistem format din aceste trei greutăți se găsește în echilibru Să se^ studieze echilibrul punctului A Deoarece toate trei forțele Pi^Pj și Pa care acționează asupra punctului A ne sînt date condițiile de echilibru se relații care determină unghiurile-# Și « (fig ) începem con-tritinghiului forțelor cu forța Pi care ne este dată ca mărime, din geometria trei laturi Să -reduc la struirea direcție și sens Vedem că ajungem la problema cunoscută elementară a construirii unui triunghi, cînd sînt date cele notăm perimetrul triunghiului prin p, adică: Pi Ч-Р +Рз= р -Din trigonometrie se știe că: X tCT £? -» /(P — Pl) (Р-Рз) e "V (P-P )P ’ W ' • * • a -\ /(p — P] ) (p— P ) g - V (p-A')p Rezolvarea problemei este posibilă numai în cazul cînd avem: |Р *“Рз| vom obține: a (X пцх ~~ гтіяХ ~ nioX — t а^/З — МіУ — МяУ + ПІа—^ -tn^y — O» £ ’& ' X - * ?' *• "*• x r i J care se poate muta în punctul C al dreptei A]A iar forțele p și q se' V Reducerea forțelor paralele echilibrează între ele Să găsim poziția punctului C; pentru aceasta, să examinăm următoarele triunghiuri: ~ A AiОС și Zk- ^ ^ ~ Д^ ^^*• Din asemănarea primelor două triunghiuri, obținem: „ • С yDi p ОС = Ă^~ din asemănarea celei de- a doua perechi de triunghiuri, găsim; СД B D Q ОС A B ^ >’S " Й І ' Й • ‘ ? ; împărțind cele două proporții obținem: 'Astfel, ajungem la teorema: Două forțe paralele dirijate în același sens, au totdeauna o rezultantă- paralelă cu ele și dirijată în același sens; modulul rezultantei este egal cu suma modulelor forțelor componente, iar punctul ei de aplicație împarte distanța dintre punctele de aplicație a componentelor, în părți invers proporționale cu forțele componente Poziția punctului C se află ușor printr-o simplă construcție geometrică Pe suporturile Ai și Д ale forțelor Fi și F , măsurăm segmentele A B și A B , dintre ' ’\ care segmentul AiBi = F este di- \ ' rijat în sens contrar cu forța Fi, iar segmentul A B = Fi este diri-Fig jat în același sens cu forța F (fig ) Unind printr-o dreaptă punctele Bi și B vom găsi punctul căutlat C,: ca punct de intersecție al dreptelor A[A? și B\B în adevăr, din asemănarea triunghiurilor ДВіС și A B C, ajungem' imediat la relația For(elc paralele dirijate in același sens Dacă avem citcva fofțe paralele dirijate in același sens, vom obține rezultanta, adunind inițial două forțe, iar rezultanta parțială obținută, o adunăm cu forța a treia etc Din cele precedente rezultă ca modulul rezultantei forțelor paralele dirijate in același sens este egal cu suma modulelor tuturor forțelor corn- penente Intre adunarea a două forțe paralele dirijate in același sens și adunarea după regula paralelogramului a două în același punct, există o diferență esențială Adunarea a două forțe paralele dirijate în același sens se poate demonstra matematic pe baza proprietăților cunoscute ale forțelor, printre care și adunarea forțelor concurente Adunarea însă a două forțe aplicate la același punct, cum am văzut în § , nu se poate demonstra matematic, ci este principiu al științelor naturii La prima vedere pare că, cuprinsul § , în care se tratează despre punctele de aplicare ale forțelor componente și despre rezultanta forțelor paralele, este în contrazicere cu § , in care se arată că: „orice teoremă despre forțe aplicate asupra unui solid nu trebuie să fie în contradicție cu forte aplicate un C\i ipoteza că punctul aplicafie al forței se poate deplasa în solid de-a lungul suportului forței" Pentru a îndepărta această nepotrivire între § și § , să precizăm sensul care trebuie dat pentru punctele de aplicație în cazul forțelor parale’Je Pentru aceasta vom roti suporturileAi și Д ale forțelor Fi șitF , în jurul punctelor Л și $, menținînd aceste direcții paralele între ele (fig ) Din construcția precedentă, urmează că suportul jurul punctului C rămînînd paraleț cu primele două suporturi, în ceea ce privește forțele F, Fi și 'F , ele se pol deplasa arbitrar pe suporturile lor In acest fel, punctele Ь și C sînt de fapt centrele de rotire ale suporturilor forțelor paralele considerate, dar nu puncte fixe de aplicare ia acestor forțe al rezultantei lor F se va roti în Reducerea forțelor paralele Se observă ușor că dîndu-se punctele de aplicație ale forței; r paralele și de același sens și căutînd punctul de aplicație al rezultantei forțelor paralele sau, mai precis, căutînd centrul de rotație al suportului rezultantei, vom găsi că: centrul de rotație al suportului rezultantei forțelor paralele dirijate în același sens, se afla totdeauna în interiorul unui poliedru convex care conține în interior sau pe extremitățile lui, centrele de rotație ale suporturilor forțelor componente Centrul de rotație al suportului rezultantei forțelor panalete, se numește centrul forțelor paralele Este evident că poziția centrului ,C al forțejpr paralele nu depinde de direcția acestor forțe în spiațiu; de aceea, la rotirea tuturor acestor forțe cu același unghi poziția centrului C nu se schimbă Astfel obținem următoarea expresie pentru rezultanta forțelor paralele: — n n ) Exprimînd forțele prin vectori unitari, pe baza formulelor * ■ « ■ V și introducînd aceste expresii în prima din formulele ( ), vom obține: n n ( ) Vedem că: II Proiecția rezultantei forțelor paralele pe orice axă, este egală cu suma proiecțiilor forțelor corriponente pe aceeași axă г Forțele paralele dirijate în același sens « ■■■ ■■■■—■■ ■ -z — - ■ - - "■ — ■■■■■ ——- , " v ■ • —î ,i Q • —- • Г*" • Notăm că teorema adunării a două forțe paralele se poate obține ovilind adăugarea aparent artificială a forțelor p și q, cbnsiderînd forțele paralele ,ta un caz limită al forțelor concu rente In adevăr, fie două două forțe concurente Fi și F , aplicate în punctele Ai și A (fig ) "Muțind aceste forțe în punctul lor de concurență O, și adunîn-du-le după regula paralelogramului, vom obține rezultanta F care se poate muta în punctul C Din triunghiurile AiOC și A OC, ay em: C ! sinai CA sina ОС — sinâi’ OC~ sin " împărțind aceste proporții între ele, găsim: pf-in vectorii unitari, din formula ( , ), se va obține ușor: formula ( ) este echivalentă cu trei formule ( ) ( ) Reducerea forjelor paralele Din formulele ( ) și ( ) reiese că coordonatele centrului forțe’J&r parafele, nu depind de modulele forțelor ci numai de raportul lor; în adevăr, însă, dacă vom multiplica toate forțele de același număr de ori, atunci de același număr de ori se vor schimba și numărătorii formulelor ( ) și ( ), și, de aceea fracțiile vor rămâne neschimbate ca valoare Ne putem folosi de această proprietate pentru a înlocui în formulele ( ) și ( ) forțele -prpp'riu-zteeĂ >cu proiecțiile lor Notăm prin a, Ș, unghiurile direcțiilor comune ale tuturor forțe- , cu axele de coordonate Proiecțiile acestor forțe pe axele de coordonate, vor fi: i cos Ț, înmulțind numărătorul și numitorul primei părți, de exemplu, la prima din formulele ( ) consecutiv cu cos a, cosȘ și cos,?, vom obține: • - f К -У|ХІ + -^ -^ ~Ь -У Х ~Ь т " ■ ■' и + : - П”П n ( ) t ^iXț -^ X * £ X - Z -Z -Z - • Asemenea formule sînt valabilte și pentru celelalte coordonate ale centrului forțelor paralele ■ § Cazul general al forțelor paralele Pentru a trece la cazul general al forțelor; paralele care se aplică unui; solid absolut rigid,, cînd unele forțe pot fi dirijate într-un sens, iar celelalte în sens contrar, trebuie examinat mai întîi cazul a două forțe antiparalele Cazul general al tortelor paralele Să presupunem că sînt date două forțe antiparalele Fi și F cu punctele de aplicație Ai și A (fig ,) Vom examina numaț cazul cînd modulele Fi și F ale forțelor antiparalele Fi și F nu sînt egale între ele;’ să presupunem că avem de exemplu Fi >F Descompunem forța Fi în două forțe paralele și dirijate în același sens F și F „ astfel îneît să avem F — F , iar forța F să fie aplicată în punctul A ; atunci forțele F și F se vor echilibra Această descompunere este posibillă numai într-un singur mod In adevăr, din egalitatea F+F =Fi găsim pentru modulul forței F o singură valoare F= Fi—F =Fi—F ; punctul C de apli-сагё a ei este unic, deoarece din formula ( ) avem: Din ultima formulă deducem: СД i (T j F %) = Лі?І ’ F% sau CAi * Fi = CAj ’ +Xi * ^ - ■ — * De aici vom obține: СЛі • Ai = СДг • A , Această formulă după aspectul exterior este identică cu formula ( )„ dar noi vedem că în căzut a două forțe paralele dirijate în același sens, punctul C împărțea segmentul AiA în raportul F iFi interior, pe cînd în cazul a două forțe antiparalele punctul C împarte segmentul AiA în raportul F : Fi exterior Astfel, obținem o singură forță F aplicată în punctul C și ajungem la următoarea teoremă: Două forțe antiparalele și neegale au totdeauna rezultanta paralelă cu ele și îndreptată in sensul forței mai mari; modulul rezultantei este egal cu diferența mcaulelor forțelor componente iar punctul de aplicație al rezultantei împarte distanta dintre punctele de aplicație ale forțelor componente exterior în nării invers proporționale cu forțele componente Reducerea forțelor paralele \ A Poziția punctului C este ușor de obținut printr-o simplă construdție geometrică Pe suporturile Ді și Д ale forțelor Ft și F ; măsurăm segmentele A B și A B , unde segmentul AjBi = F și dirijat după forța F\, iar segmentul A' B = Fi și dirijat în sens contrar forței F Unind printr-o dreaptă punctelle Bi și B găsim punctul căutat C, ca punct de intersecție al dreptelor A A obținem: n ( ) J Z=Z,+Z +Z + SZ„ ! и ' In „acest fel, și pentru cazul general al forțelor paralele, proiecția rezultantei este egală cu suma proiecțiilor forțelor componente, dar în formulele ( ) prin sumă se'submțeleg sumele algebrice, deoarece proiecțiile forțelor componente potr avea semne diferite, pe cînd în formulele ( ) proiecțiile componentelor pe orice axă, au fost toate de același semn Formulelje ( ) și ( ) se pot extinde și asupra unui sistem arbitrar și forțe paralele, introducînd următoarea condiție; anume,, vom îiițellege prin mărimile F ; F , F , nu mărimi'aritmetice ci algebrice, adică luate cu semnele plus și minus Pentru aceăstia, aleigînd unul din cele două sensuri al forțelor Fi, F , F , ca pozitiv și altul' ca negativ, vom socoti pozitive valorile acelor forțe care sînt dirijate în sens pozitiv, și negative valorile; acelor forțe oare au un sens negativ Atunci, pentru cazul; general al forțelor paralele, va avea loc rel'ația: F — Fi +F + F + — , ( ) n în care suma poate fi egală cu zero, deoarece elementele ei sînt mărimi algebrice Introducînd această condiție la efectuarea proiecțiilor forțelor paralele pe axele de coordonate, prin unghiuri («> & Y) ale direcției forțelor cu axele de coordonate, putem subînțelege unghiurile cu axele care este considerată pozitivă; Fig * Reducerea forțelor paralele de coordonate ale acelei direcții ca factori ai cosinușilor acestor unghiuri, să nu luăm modulele Fn ale forțelor, ci mărimile algebrice Fn ale căror semne se stabilesc prin condiția arătată mai sus Să demonstrăm că teorema lui Varignon este valabilă și în cazul general al unui sistem de forțe paralele Să o demonstrăm mai întîi pentru două forțe antiparalele Fie două forțe antiparalele Fi și F cu rezultanta F (fig ) luăm un | punct arbitrar în spațiu, și să ducem vectorii Cb i=rb OA =r^, OC=p Să calculăm momentul rezultant M al forțelor Fi și F > după formula: M=rr X Fi -|- r X F Din fig se deduce că р+С^і=Г], р+СЛ =г ; de aceea obținem ■ M= (p+CAi)XFi+(p+C )XF = p’xF +pXF +C XFi+C XF Ca și în § se poate demonstra că suma ultimilor doi termeni este egală cu zero In adevăr, ambii vectori CAiXFi și CĂiXFi reprezentînd momentete forțelor Fi și F în raport cu punctul C, au aceeași direcție, sînt de sens contnar, iar modulele acestor vectori sînt egale între ele, deoarece avem: ч • “ C*/lj • Fj sin ocj = C?i j • F sin : — СЛ! • Fi sin a |C XF | == CA • F sin a?, rezultă f°rmula ( , ) lrebuie să avem CAr Fi=CA F» Astfel ' , • / * ' - Л -» P X Fi + p x F = P X (Fi+F ) “ p’x F ф procedeu ca și pentru cazid forțelor paralele dirijate " - ‘ ' * i f , f • v • J A J ж AjA A A A F w-> w r- 'alele între cile, astfel că in general,, vom avea: M— Ѵ г„ X /*’««» oX F ( ) * Prii; același [ , , in același sens, această formulă se poale extinde asupra oricărui număr de forțe pa'r Af-y II Astfel, am ajuns la teorema lui Varignon pentru orice sistem de forțe paralele, a căror rezultantă nu este egală cu zero I’i cazul indicat, momentul rezultantei este egal cu momentul rezultant al sistemului dat de forțe Pentru proiecțiile (Mx, My, Mz) ale momentului rezultant M, vom obține formulele ( ): I ^(ХцУц — УМ— ] n n | * ,-A / ■ • •*- • * ' ' " >*•' ' ■ Diacă rezultanta F a sistemului igeneral de forje paralele va fi egală cu zero, din formula ( , ) sau ( ), nu se poate încă traige concluzia că trebuie să avem M—D, întrucît vom' vedea că în acest caz p=oo și teorema Ikii Varignon duce la nedeterminare Pentru ă evita aceste nedeterminări, este mai simplu în acest caz, pentru calculul momentului rezultant M, să nu ne servim de teorema lui Varignon ci ’să calculăm momentul rezultant direct din formula: Bazîndu-ne pe teorema lui Varignon, am dedus expresia ( ) pentru coordonatele centrului forțelor paratele dirijate în același sens Este evident că același procedeu se poate folosi și-la studiul cazului general al forțelor paralele Totuși, cînd vom roti forțele in jurul punctUlIurlor de aplicație, ca ele să devină, de exemplu, paralele cu axa Oz, în cazul general unele din forțe vor fi dirijate în sensul axei Oz, iar celelalte în sens opus, și proiecțiile forțelor 'pe axa Oz vor fi egale cu modulele forțelor luate cu semnele lor, adică mărimi algebrice Evident că pentru păstrarea formei formulelor ( ) și ( ) și în cazul igerferal este suficient de a înțelege prin Flț Fa, F , mărimi algebrice — Mecanica teoretică, li Reducerea forțelor paralele ka fel cum s-a procedat lia deducerea formulei ( ) Vedem, că, dacă avem: /’=Fl + F + F + = , TP * M atunci, din formulele ( ) obținem £= j=£- , iar din formulele ( ), căp=eo; am obținut, deja aceasta în cazul particular al cuplurilor de forțe Dar, dacă în același timp F=£Fn= , ^РпУп = > ( ) n n n n • * * * atunci expresiile coordonatelor S, rt, £ capătă o formă nedeter-minătă; în acest caz se spune că are joc echilibru indiferent Aceasta înseamnă că sistemul forțelor paralele rămîne în echilibru, oricum am roti forțele în jurul punctelor lor de aplicație, păstrînd condiția de paralelism a forțelor și neschimbînd valorile lor algebrice ■ '—dXFă+Мз—dXFj+ , sau • - ‘ ’ M‘ = M\ - AG + М - —dX (Fi - -F - ) ’* De aici ajungem la formula: = ( xF ( J 'К > \ • i* * al cuplului, egal cu: /VI —M i + M , ■sau M=Fd momentul cuplului în ra- Fig ( ) Distanta dintre suporturile forjelor Fi și F se numește brațul cuplului Astfel, obținem următoarea teoremă: Momentul cuplului este egal ca mărime cu produsul/ modulului forței prin brațul cuplului, are direcția normală pe planul cuplului și sensul astfel incit un observator așezat pe planul cuplului între forțe- în lungul vectorului moment să vadă forțele cuplului dirijate de la dreapta spre stingă, j Este util să se memoreze reprezentarea cuplului și a momentului său, arătate în fig De-oare • port cu toate punctele spațiului este unul și același, pentru a obține momentul cuplului pentru un punct oarecare O' din spațiu, este suficient a muta vectorul M din punctul O, paralel cu el însuși în- punctul O' „ Să notăm că este mai simplu să se calculeze momentul cuplului pentru un punct situat pe suportul uneia din forțele componente ale cuplului In adevăr, să determinăm momentul cuplului, de exemplu, pentru punctul A situat pe suportul forței Fi (fig-, ) Atunci momentul forței Fi în raport cu punctul A va fi egal cu zero și aflarea momentului cuplului se reduce la aflarea momentului forței F in raport cu punctul A, adică se ajunge direct la formula ( ) § Exemple Doi oameni duc cu brațele de capetele » și Ла o bară dreaptă a cărei greutate se poate neglija; în punctul C este atîrnată de bară o încărcătură cu greutatea P = kg Se dă ЛіЛо^І m și Exemple /ЬС- cm Să determinăm presiunea barei pe mîinile oamenilor care o poartă Să notăm prin Pf presiunea la capătul Л și prin P presiunea la capătul A Deoarece A C = cm, vom avea: Pi + P = , Pi : P = ~ = : De aici, găsim că Pl = kg și P = kg Cum putem măsura precis greutatea pe o balanță cu brațe inegale? Să presupunem că brațele pîrghiei balanței sînt /j și / Să notăm prin P greutatea exactă a încărcăturii Să punem inițial încărcătura P pe talerul stîng al balanței corespunzător brațului l\ și să echilibrăm balanța punînd pe talerul drept greutăți echivalente cu greutatea Pi; vom avea conform formulei ( ): Să mutăm apoi încărcătura P pe talerul drept al balanței corespunzător brațului І și să echilibrăm balanța punînd pe talerul stîng greutăți echivalente cu P ; din cauza inegalității brațelor balanței vom avea: Ф P #Pi Vom obține: înmulțind între ei termenii egalităților obținute, vom găsi: P ^=PXP IJ , sau p=Vpă Astfel, greutatea reală este egală ‘cu media geometrică a greutăților indicate Dacă Pi se apropie de P , atunqi, în loc? de media geometrică VP P se poate lua media aritmetică - , caie cu toate că este cu ceva mai mare decît P, totuși se apropie de valoarea sa reală C î n t a r u decimal In- expunerea modului de funcționare a cîntarului decimal, vom neglija greutatea proprie a cîntarului Pîrghia' dreaptă ACBD de ordinul întîi are punctul de sprijin fixat în punctul C, astfel încît AC= BC Platforma HGF are punctul de sprijin fixat în punctul H; în punctul F această platformă este legată prin* bara FD de pîrghia ACBD astfel încît în punctele D și F bara FD să se sprijine pe pîrghia ACBD și pe platforma HGF'cu muchiile cuțitelor fixate de ea A doua platformă EG' к se sprijină prin muchia cuțitului G pe platfonna HGF Aceasta a doua platformă EG’rceste legată da pîrghia ACBD prin bara BE astfel încît, în punctele В și E bara BE să se sprijine pe pîrghia ACBD și platforma SG’itprin muchiile cuțitelor fixate de ea (fig ) Pe platforma hG n se așaza într-un loc oarecare încărcătura de cîntărit Q După regula compunerii forțelor paralele îndreptate în același sens, forța Q se poate descompune în două for(e Q, și Q aplicate respectiv în punctele E și G‘; Reducerea forțelor paralele forța Q? punctul prin intermediul cuțitului G asupra platformei HGF acționează Pentru ca platforma HGF să fie' în echilibru, forța Q aplicată în Fig trebuie să Jie echilibrată prin forța de întindere Q dezvoltată de bara FG în punctul F Pentru aceasta, conform regulii compunerii forțelor antiparalele, trebuie să avem: г sau FH Este evident că bara FD trebuie să tragă pîrghia ACBD cu forța *n punctul D Această forță Q aplicată în punctul D se poate înlodui printr-o forță oarecare aplicată îp punctul B; pentru a găsi valoarea acestei forțe Qg vom nota că forța —dirijată în sus, trebuie să echilibreze forța Qg • * • J * • - - Л -S Z , - ' ", = ° ' " Să găsim rezultanta F(X, Y, Z) și coordonatele ( , vj, $) ale centrului acestor forțe paralele, vom avea: F=+V + VÎ -V + VÎ =+ VÎ = , ; cos a = -= V Ca să determinăm coordonatele centrului acestor forțe paralelei, vom apela la prima formulă ( ) și la cele similare ei; din ele vom avea: X\Xi + X X - -X X +X X * sau numeric: к * examina un corp avînd forma, unei plăci și S în interiorul lui (fig ) Să presupunem că toată cantitatea de materie a corpului cuprinsă într-o suprafață cilindrică oarecare cu generatoarele perpendiculare pe su- prafața interioară Cercetată £ rămîne neschimbată și șe concentrează către suprafața vom obține la limită suprafața materială Fie Да un element al suprafeței materiale £ Д/п masa lui, atunci raportul ’ ' ' pm —Ăă ( - ) se numește, densitate medie a suprafeței materiale în locul dat Trecînd la limită vom obține densitatea reală a suarafetei materiale în punctul Centre de greutate In sfîrșit fie ДѴ elementul dc volum al corpului și Atzz — masa acestui element Atunci raportul * * ' */’ ■ > * - — — ( rm —ДѴ se numește densitate medie a corpului în locul dat, iar limîtia acestui raport дѵ->о se numește densitate reală a corpului în punctul dat Folosind, notațiile din calicului diferențial, vom obține pentru densitatea reală a curbelor, suprafețelor și a solidelor respectiv expresiile „ v ?? dm , da ( ) deci masa dm a unui element de curbă, de suprafață sau de volum va fi respectiv: dm = pds, dm=țd • • » • • ' ’ ’ ■ f » i • —' • * • * •« C'- * - • • , - w * ~ ІХ + jb H" ^* » / Г — іл’з - /Уз + ПКиКг ♦ А ide • *' ; ЭНВК ys jt* x •' к* -к ' Introducînd aceste expresii și egalînd intre ei coeficienții vectori-' ' Л * • « A v * dreapta a- lor unitari vu același nume din partea stingă formulei ( ) vom obține următoarele formule: n n » /WjXi+Ш Х +Ш Х - • * * n mY+m +ms+ • * "h Ш У + -/Из -апз - • ’ - m\+m +mz+ • M ѣтПУП n ѣтпгп n M Aplicăm separat formulele ( ) în cazul curbelor materiale suprafețelor materiale și corpurilor tridimensionale Curba materială Fie dată o curbă materială oarecare a cărei lungime este egală cu l Impărțim această curbă în elementele de lungime Дз cu masele Дги=ртДз Aplicînd formulele ( ) și trecind la limită, avem Aplicînd formulele ( ) Pentru a simplifica scrierea formulelor indicele n a fost suprimat Aceste formule se simplifică dacă curbă este omogenă, adică dacă densitatea ei p este constantă In acest oaz avem: pOT=p>- lim£xâs ' limEyâs lim £ zbs ( ) M M Vedem că în cazul curbelor omogene, poziția centrului maselbr depinde exclusiv de forma geometrică a curbei Suprafața materială Fie dată o suprafață materială oarecare a cărei arie este egală cu a Impărțim această suprafață în elementele avînd ariile Да și masele Д/л=ртДа Centre de greutate Introducind aceste expresii și egalînd intre ei coeficienții vectorilor unitari cu același nume din partea stingă și dreaptă a-formulei ( ) vom obține următoarele formule: m \X\ + /Л Х - / X - У “ У "Ь^зУЗ"і" ГП\ " “ ГП " • Л Л n UT %mnVn n %mnZn n / ] - / " ? “ Aplicăm separat formulele ( ) în cazul curbelor materiale suprafețelor materiale și corpurilor tridimensionale Curba materială Fie dată o curbă materială oarecare a cărei lungime este egală cu l Impărțim această curbă în elementele de lungime As cu masele Дт=ртД$ și trecînd la limită, avem Aplicînd formullele ( ) Pentru ia simplifica scrierea formulelor indicele n a fost suprimat Aceste formule se ■ simplifică dacă curba este omogenă, adică dacă densitatea ei p este constantă In acest caz avem lim^xAs limSj/As ( ) M M lim^zAs Vedem că în cazul curbelor omogene, poziția centrului depinde exclusiv de forma geometrică a curbei Suprafața materială Fie dată o suprafață materială oarecare a cărei arie este egală cu ст Impărțim această suprafață în elementele avînd tăriile Дст și masele Д/п maselbr рніДст Centrul de greutate și centrul maselor Aplicînd formulele ( ) și trccînd la limită, obținem: ІітѴ^хДт lim Ѵхр,лДо M ^lim ₽тДа lim Vy Д/л іт£уРтДа M lim £z Am M Pentru simplificarea notațiilor indicele n a fost suprimat Aceste formule se simplifică dacă suprafața este omogenă adică, dacă densitatea ei p este constantă In acest caz vom avea pm=p, Af=ps și formulele precedente capătă aspectul: ( )' Vedem că în cazul suprafețelor omogene, poziția centrului maselor depinde exclusiv de forma geometrică a suprafeței Corpul material Fie dat un corp oarecare al cărui volum este egal cu V Divizăm acest corp în volume elementare ДУ cu masele Д/п=р^ДУ Aplicînd formulele ( ) și trecînd la limită, avem: lim £хДт lim £хротД V ( > M Pentru simplificarea notațiilor indicele n a fost suprimat Aceste formule se simplifică dacă corpul este omogen, adică dacă densitatea lui este constantă In laceșt cazvom avea: pm=p, Л/=рѴ și formulele precedente iau forma:r *? • • ' ’ ' - >/ - •'** ♦ • lim SxAV - lim ■ n Vedem că în căzui corpurilor -omogene poziția centrului maselor depinde exclusiv de forma geometrică a corpului Limitele sumelor din formulele precedente care ne determină coordonatele centrului maselor în cazul curbelor, suprafețelor șb ( ) Centre de greutate corpurilor tridimensionale sînt integrale, definite pe lungimea curbelor, aria suprafețelor și volumul corpurilor De aceea, folo-sindu-ne de notațiile din calculul integnal putem prezenta aceste formule sub forma: Curbă neomogenă Curbă omogenă M Suprafață neomogenă Suprafață omogenă я xp d-i Иу₽ da ,= M M Corp neomogen Corp omogen z V ’ r HfxdV " V • Щур^У s V ’ r SHydV Tl v ? Ш гр dV ' V r SJjzdV ' ■ V § Metode practice de determinare a coordonatelor centrului maselor In paragraful precedent am văzut că'determinarea coordonatelor centrului maselor, care în prezența forței gravitației coincide cu centrul de greutate, se reduce la calicului limitei cîtorva sume, adică propriu-zis la calculul unor integrale definite Totuși, în cazuri mai simple, centrul maselor poate fr găsit pe o cale elementară pentru care este bine să se foloseastă următoarele metode Qentrul de greutate și centrul maselor Folosirea planelor de simetrie Să presupunem corpul cercetai că are un plan de simetrie, de exemplu planul Oxih adică la fiecare element de masă situat deasupra planului Oxy corespunde un element avînd aceeași masă situată la aceeași distanță, dedesubtul planului Ox'j Atunci avem: și deci ?= Dacă II prin urmare, corpul material are un plan de simetrie, atunci centrul maselor este situat în acest plan Dacă acești corp material are două plane de simetrie, atunci centrul maselor este situat pe dreapta de intersecție a acestor plane; dacă corpul material are trei plane de simetrie, atunci centrul maselor este situat în punctul lor comun, și în acest fel, îl găsim fără nici un fel de calcul De exemplu, centrul maselor unui elipsoid omogen cu trei axe, este situat în centrul iui geometric In cazul unei figuri planei, în loc de plane de simetrie vom avea drept (axe) de simetrie; de exemplu, centrul maselor unei elipse omogene este situat în punctul de întersecție al axelor ei, adică în centrul geometric Metoda adunării sau metoda punctelor echivalente Să introducem noțiunea de punct echivalent Vom numi punct echivalent, puncul material ce coincide cu centrul de greutate al corpului material și a cărui masă este egală cu masa acestui corp Folosind formulele ( ), rezultă că: ^тпхп=Мі, ^Мпуп=Мг\, Mț Să examinăm un corp oarecare care se poate împărți de exemplu în trei părți, ale căror centre de greutate С (Е ,-/) Д ),Сз( з,г/ ,!:з) și ale căror mase Л Ь M , M ne sînt cunoscute (fig ) Aplicînd corpului*formu!ele ( ), avem: Desîăcînd suma de la numărător în trei părți care se referă la partea /, // și III, a corpului și înlocuind aceste trei părți, în — Mecanica teoretică, В V Centre de greutate baza observațiilor precedente, respectiv cu valorile lor M t Și Af £ vom avea: și în mod analog Afjbi + M Ș +M S M + M +М Miv)i + Af r + Ăf r M j + M + f + M C +Мз^з Afi + M +Af ’ ( ) Vedem de aici, că găsirea centrului maselor al unui corp s-ia redus la găsirea centrului maselor a trei puncte echivalente care îl înlocuiesc Acest procedeu se numește de asemenea metoda adunării pentru că iaplicîndu- , ne 'imaginăm întregul corp format din părți ale căror centre de greutate ne sînt cunoscute Metoda scăderii sau metoda maselor negative Fie dat un are există, de exemplu, trei goluri (fig ) Să ne imaginăm că diacă aceste trei goluri ar fi și ele Amplute cu masă, atunci greutatea corpului ar fi corp, în egală cu P' și centrul său de greutate s-ar găsi în punctul C Fie P greutatea reală ia corpului cu goluri și C centrul lui de greutate Atunci P' este rezultanta forțelor paralele P, Pi, Pi, P aplicate respectiv în punctele C, Ci, C , C și punctul C este centrul acestor forțe paralele Prin urmare, forța P este diferența dintre forța P' și forțele P\, P ,P Putem înlocui scăderea prin adu- nare, considerînd în locul for- țelor Pi, P , P forțele opuse —Pi, —P , —P Astfel, probkma reduce ța găsirea, centrului forțelor paralele F', — JPt, — P , —P Notăm masa întregului corp (presupunînd că go’Jurile sînt pline cu masă) cu M', coordonatele punctului C cu C, masa Cele mai simple cazuri de determinare a centrului de greutate Ц substanței care umple primul gol cu Л Ь coordonatele punctului Ci cu , rj] șițt etc ; este evident că vom avea: М'б'-ЛІ^і-Шг-^збз /И'г/ — ^ - ^ -^з^з Mr — Л ] — Л ~ ЛІ V—TVfi £ —M £ ~^з^з t M' — Л і — И — A g (б б) Din formulele ( ) se vede că problema se reduce la aflarea poziției centrelor maselor pentru masa pozitivă M' și pentru masele negative M\, M , Из § Cele mai simple cazuri de determinare a centrului de’ greutate Să examinăm cazurile cele mai simple, cînd centrul de greutate se poate determina pe cale elementară Centrul de greutate al unui segment omogen de dreaptă dreaptă AB, și fie punctul C Fie dat: un segment omogen de mijlocul segmentului Deoarece punctul C este centrul de simetrie, centrul de greutate se găsește în punctul C Centrul de greutate al unei linii frînte și omogene Fie dată linia frîntă omogenă ABCDEF tangentă unui cerc și fie O — centrul cercului înscris în ea Presupunem că linia frîntă ABCDEF cuprinde cel mult jumătate din circumferință (fig ) Ducînd axa de simetrie Ox concludem pe baza raționamentului făcut lia § , că centrul de greutate trebuie să se găsească pe această axă Să determinăm coordonata lui înlocuim fiecare latură ( AB, ) a liniei frînte cu punctul ehivialent corespunzător (G, ) și notăm prin l lungimea laturii liniei frînte, prin R — raza cercului înscris, prin n — frînte Aplicînd punctul ehivialent corespun- numărul laturilbr linie? metoda punctelor echivalente și servindu-ne de jlg Centre de greutate formulele ( ), după ce le vom simplifică cu densitatea constantă a liniei frînte, vom obține: -r-f- -л , r ' ? - *• i ,>■ л - \ к u ! ’ зКа£ y AB • h +BC ■ j +• • ’ ^ +^ + • • • ;= AB+BC+ • • • nl *“ в **-г *^Д /,^ • ■ * , r unde Si, £ , sîn^ abscisele centrelor de greutate ale laturilor AB, BC, Să examinăm, de exemplu, Jatura AB Coborînd din punctul echivalent G perpendiculara GH pe axa; Ox, rezultă OH=~i Proiecția laturii AB pe axa Oy, perpendiculară pe axa Ox, este segmentul ABi; construim segmentul AA’ perpendicular pe BB\, din asemănarea triunghiurilor 'B și OGH rezultă: £ CJ* • -• !**"• • ’T r r ~eK“ ' l - *- *• - ’ ? - - * - • - S ■ » *- * ™ - fcL' i І л e " •* • v • In mod analog vom obține Introducînd aceste expresii in formula precedentă pentru coordonata £ vom avea: nl Notăm lungimea ]Fi a întregii proiecții a liniei frînte, pe axa Oy prin d\ atunci din formula precedentă vom găsi: • ш o» * - ?(ЛіВ|+ВіСі + Сі/?і + • • •) pd t nl K T unde L este lungimea întregii linii frînte Centrul de greutate al unui arc de cerc omogen Fie dat un arc de cerc ABC cu unghiul la centru mai mio de ° (fig ) Ducem axa de simetrie Ox și notăm cu a jumătatea unghiului la centru AOC, care corespunde arcului ABC Centrul de greutate all arcului ABC se va găsi pe axa lui de simetrie Ox, și, pentru a- găsi, trebuie să ne folosim de formula ( ), con-siderînd arcul ABC ca limită a unei linii frînte regulate la oare (ліе mai simple cazuri de determinare a centrului de greutate numărul laturilor crește 'nelimitat, iar lungimea fiecărei laturi tinde către zero La limită vom avea: * v d““ЛС” DC— /?sin a, L*=ABC-= R • a, și din formu’ ia ( ) obținem: ? sin a „sin a Aplicînd această formulă la semicircumferință, cînd avea: ( ) vom Centrul de greutate al unui paralelogram omogen Să examinam paialelogramul ABCD (fig ) Să-l împărțim, prin drepte paralele Ia baza AB, în fîșii infinit de îngusta Deoarece centrul de greutate al fiecărei fîșii este situat în mijlocul ei, locul geometric al punctelor echivalente va fi dreapta EF Astfei am redus problema la găsirea centrului de greutate ral unei drepte omogene EF Centrul ei de greutate se află în punctul O, punctul Fig de intersecție al diagonalelor AC și DB Prin urmare centrul de greutate al unui panalelogrăîn se află în punctul de intersecție al diagonalelor paralelogramului al Centrul de greutate al unui triunghi omogen Să мгяті nara Ir,unghiul ABC (fig ) Impărtindu- prin drepte Centre de greutate cu baza AB, in fîșii infinit de înguste, și înlocuind fiecare fîșie printr-un punct echivalent, vom găsi că locul geometric al punctelor echivalente este dreapta CD, mediana triunghiului Centrul de greutate se va găsi pe mediana CD și astfel, problema s-a redus îa găsirea centrului de greutate al unei drepte neomogene, a cărei densitate crește pe măsură ce ne apropiem de punctul D Ducînd o altă mediană AB vom găsi de asemenea că ea este locul punctelor echivalente pentru triunghi Deci, centrul de greutate al triunghiului ABC se află în punctul O de intersecție al medianelor CD și AE De aici, rezultă că toate trei medianele triunghiului se întretaie într-un punct Să unim printr-o dreaptă punctele D și E, adică mijlocul laturilor BA și BC tale triunghiului ABC\ dreapta DE va fi paralelă la latura AC și DOE, vom găsi: earală cu jumătatea ei Deoarece ДАОС ~ СО DO se află pe o măsurată de mediană la latuna Astfel, centrul de greutate al triunghiului a triunghiului ba o treime din lungimea ei corespunzătoare medianei Centrul de greutate al unui trapez omogen Fie dat trapezul ABCD (fig ) Ducînd M r Fig diagonala AC, împărțim trapezul în triunghiurile ACD și ACB Dacă M și N sînt mijloacele bazelor trapezului, atunci centrul de - greutate al primului triunghi se află în punctul E, al celui de-al doilea în punctul F, prin urmare centrul de greutate al trapezului se află pe- dreapta EF Ducînd diagonala DB vom împărți tra- • pezul în triunghiul DBC al cărui centru de greutate se află în punctul G și în triunghiul DBA al cărui centru de greutate se află în punctull H; deci centrul de greutate al trapezului se află de asemenea pe dreapta GH Astfel, centrul de greutate al trapezului este situat în punctul/ O de intersecție al dreptelor EF și GH Centrul de greutate al unui sector circular omogen Fie scctorui circular OABCO, de rază R și unghi la centru a i • ■ Cele mai simple cazuri de determinare a centrului de greutate ЛМИр' (fig ) Ducind raze foarte apropiate putem împărți segmentul ccnsiderat în sectoare infinit de înguste, care se pot compara cu o infinitate de triunghiuri isos* r cele Deoaiece centrul de greutate x al fiecărui triunghi se află pe FZ^ \ mediana lui la o treime din Iun- \ gimea ei considerată de la bază, г I - ■ r locul geometric al punctelor echi' \ ? valențe va fi arcul DEF, a cărui xy / Z \ / rază OD = -^R Astfel, problema X/ s-a redus la găsirea centrului de Fi^ greutate ial unui arc de cerc omogen DEF cu raza egală cu R Centrul lui de greutate, care este totodată și centrul de greutate al sectorului, se află pe axa Ox și are conform formulei ( ) abscisa: ( ) Să folosim această formulă pentru găsirea centrului de greutate al semicercului cu raza egală cu R; deoarece în acest caz , vom obține: i=^R -=^ ? % , R R r T Centrul de greutate al unul segment de cerc emogen Fie segmentul de cerc ABCDA de rază R și unghi la-centru a (fig ) Acest segment este diferența dintre sectorul circular OABCO cu aria S' și triunghiul OAC cu aria Si Notînd abscisa centrului de 'greutate a sectorului prin și al triunghiului prin gi, pe baza primei formule ( ) după simplificarea fracției din partea stingă cu densitatea vom obține următoarea expresie pentru abscisa H ia centruliui de greutate al segmentului: Dar noi avem: S' = ? a, □ (X Si=- - ? sin a = J? sin a cos a, £i=y/?cosa Centre de greutate ( ) Prin urmare: ₽ a Â /? sin a cos a • - - ? cos a a s “ R a—R sin a cos a sau E n sin X # u — ^a—sin a COS a Centrul de greutate al unui paralelipiped omogen Fie un paralelipiped omogen Impărțindu- prin plane paralele cu baza; intr-o infinitate de straturi subțiri, și înlocuind fiecare strat-cu un punct echivalent care se află in centrul său de greutate, vom găsi că locul geometric al punctelor echivalente este dreapta ce unește centrele de greutate a ambelor baze Astfel, problema se reduce la aflarea centrului de greutate a acestei drepte omogene, deci centrul de greutate al paralelipipedului se află în mijlocul ei oare coincide cu punctul de intersecție al diagonale' br paralelipipedului Centrul de greutate al unui tetraedru omogen Fie tetrae-drul SABC (fig ) Ducînd plane paralele la baza ABC, tetrae- drul se împarte în straturi triunghiulare infinit de subțiri Să înlocuim fiecare stnat cu punctul echivalent aflat in centrul său de greutate Locul geometric al acestor puncte echivalente este dreapta SF care unește vîrful S al tetraedrului cu centrul de greutate F al bazei ABC Astfel, problema se reduce, la aflarea centrului de 'greutate al dreptei neomogene SF, а cărei densitate crește cu cît ne apropiem de punctul F Unind alt vîrf A al tetraedrului cu centrul de greutate E al bazei BCS, vom obține alt loc geometric AE I punctelor echivalente Deci, centrul de greutate al tetraedrului se află în punctul de intersecție O al acestor drepte SF și AE Să observăm că dreptele SF și AE sînt 'V adevăr concurente, deoarece ele se află în planul triunghiului ASD Să examinăm cele două triunghiuri ASD și FED; ele au cîte un unghi egal cuprins între laturi proporționale, deoarece avem: M SD o FD ED~ă' Teoremele lui Guldin De aceea, aceste triunghiuri sint asemenea și trebuie să avem FE !' AS Din paralelismul laturilor FE și AS urmează că &ASO~ AFEO, de unde: SO AS o OF~ EF Prin urmare, 'centrul de greutate al unui teitraedru omogen se află pe dreapta care unește vîrlul tetraedrului cu centrul de greutate al bazei sale la distanța de un sfert din lungimea ei măsurată de la bază Acest adevăr este variabil pentru orice piramidă omogenă și pentru conul omogen ‘ § Teoremele lui Guldin Teoremele următoare care apar- țin lui Guldin ( — ), și lui Piappus (sec III î e n ), dau posibilitatea să se determine aria unei suprafețe de rotație și volumul unui corp de rotație dacă se cunoaște poziția centrului de greutate al arcului plian și a centrului de greutate al suprafeței plane, care generează prin rotirea lor în jurul unei axe, aflate în planul lor, această suprafață și acest corp Prima teoremă a lui Guldin Suprafața laterală a unui corp de rotație descris de un arc de curbă Fig plan care se rotește în jurul unei axe aflate în planul curbei și care nu intersectează arcul, este egală cu lungimea arcului înmulțită cu lungimea circumferinței descrisă de centrul de greutate al acelui arc Fie AB un arc de curbă plan și fie x axa de rotație pe care o luăm drept axă a absciselor (fig ) Ca un caz extrem, unul din punctele A și В sau amîndouă punctele pot fi situate pe axa x Să luăm axa у perpendiculară pe axa de rotație Coborîm din punctele A și В perpendicularele A Ai și BBX pe axa de rotație; fie C centrul de greutate al arcului AB și v) = CCt ordonata lui Notăm prin As elementul arcului AB, iar prin l — lungimea întregului arc Neglijînd infiniți mici de ordin superior, se poate presupune că în timpulf rotirii arcului în jurul axei, x, elementul As al arcului AB va descrie suprafața laterală a unui triunghi de con a cărui generatoare este As și rază medie este y Deoarece suprafața laterală a trunchiului de con este egală cu generaloarea înmulțită cu lungimea circumferinței descrisă de raza media, Centre de greutate suprafața laterală a conului considerat va fi тѵуД$ însumînd toate elementele suprafeței, vom obține la limită suprafața laterală a: a=lim S тсу As= тс lim £ у As = тс J yds Dar din formula ( ) se vede că: !im£yAs= fyats = U« Prin urmare, vom obține: с= тс ;/, ( ) ceea ce demonstrează teorema De aici urmează că, dacă vom roti arcul AB în planul său în jurul centrului său de greutate C și apoi vom roti arcul AB în jurul axei x, în (diferite poziții, atunci suprafețele laterale ale tuturor corpurilor obținute prin rotire vor fi egale între ele pentru că prin aceasta valorile r( și l nu se vor modifica De exemplu, fie segmentul de dreaptă AB care se rotește în jurul axei x aflată în același plan cu segmentul AB; fie C mijlocul acestui segment (fig ) Vom roti segmentul AB în jurul punctului C, lăsîndu- în același plan și dîndu-i pozițiilie AiBb A B , ; atunci suprafețele laterale formate prin rotirea în jurul axei x a segmentelor AB, AiBt, A B , , vor fi toate egale între ele Acest rezultat se poate verifica ușor prin geometria elementară A dcua teoremă a lui Guldin Volumul unui corp de rotație, obținut prin rotirea unei figuri plane în jurul unei axe aflată în planul ei care nu intersectează figura, este egal cu suprafața acelei figuri, înmulțită cu lungimea cercului descris de centrul de greutate al acestei figuri Teoremele lui Guldin Alegem axa de rotație drept axă a absciselor Intr-un oaz extrem, axa de rotație poate fi una din laturile figurii plane Fie C centrul de greutate al figurii p'Jane și ^ ordonata lui (fig ) Impărțim întreaga figură plană în elemente de suprafață infinit : E centrul - mici prin drepte paralele la axele de coordonate Fie unuia dintre dreptunghiurile obținute prin această diviziune și y—EE]—ordonata lui Volumul inelului care se formează prin rotirea acestui dreptunghi se pcate obține ca diferență a volumelor a doi cilindri cu aceeași înălțime Ax și cu razele y+vr Ș* Ду ~ y —y; de aceea, volumul ineluL'ui va fi: / A v \ / A v \ rc(y-|-vr) Ax — тс(у — -£) Ах= тсуАхАу= куАа, unde Ag este suprafața dreptunghiului elementar cercetat în-sumînd toate aceste volume, la limită vom obține volumul V al corpului de rotație considerat: V=limS тсуДо= тс іт £уДа= тс $$ yd р) cu raza egală cu r Să se afle înălți- a Fig Fig mea h a acestui dop cilindrc, astfel ca centrul de greutate al întregului sistem să se găsească în punctul C situat la dreapta punctului O, unde abscisa Eq^OC este dată Exemple „ , Pe", ru rezolvarea problemei vom considera sistemul dat format din cei doi cilindri Șl din dopul cilindric cu densitatea p -₽, și vom lua orieinea coordonatelor in punctul O Este evident că centrul de greutate al sistemului Г trebuie să se afle pe axa de simetrie Ox care trece prin punctele Сь O, C și C , unde C este centrul de greutate al dopului turnat Avem: (primul cilindru) Mi = nR ap, = —(a+£»); (al doilea cilindru) M = itr bp, = ; (dop) Af = t> *(₽ —₽'» fe= —Л Aplicînd formula ( ) obținem: c Afjjj -Л -/ѵі » sau: M • Mi M , M ’ ЛЛ * Mi Introducînd aici valorile date mai sus pentru mase și coordonate, vom avea: Presupunem pentru simplificare: rr Л Л f * «,• R к p V a~n’ Wa~k’ atunc ’ —(а+'&)+пЛ( -Л) ёо l+Ar+лй Centre'dc greutate De aici obținem pentru li ecuația de gradul doi de unde găsim: Prin urmare, lungimea dopului cilindrului va fi: = = V a + &+ (l+£)€ Existenta a două valori pentru lungimea h se explică ușor In adevăr, în loc de dopul cilindru cu lungimea h SAfn= n II Deoarece' forțelle F,t sînt paralele, toți vectorii Mn avînd punctul de aplicație în punctul O se vor găsi într-un plan care țrece prin punctul O și este perpendicular pe direcția forțelor Fn Pentru a obține ecuațiile de echilibru sub formă analitică, vom: alege un sistem ortogonal de axe de coordonate Oxyz, a cărui axă Oz va fi paralellă cu forțele Fnj deoiarece proiecțiile tuturor forțelor pe axele Ox și Oy vor fi egale, cu zero, din cele trei ecuații de proiecții: SZ„=o, SK„=o, sz„= Ц > П | П П primele două se vor 'transforma în identități, iar ia treia va deveni № = Din cele trei ecuații de momente: n Mx= , Afj,=O, Мг= " r "" ' — * — * e a 'л ultima se va transforma într-o identitate deoarece toate forțele sînt paralele cu axa Oz, iar primele două: - f Мх=='£і(УпZn zn Уп)= , My~^(zn Xn—ХаZri)— n n vor avea forma: n ■ n Astfel, obținem următoarele trei ecuații de echiliibru sub formă analitică SAn= , '%jXnFn= , ^ynFn^O, ) n n n axa Oz coincizînd cu unul din cele două sensuri ale forțelor Fn; condițiile exprimate prin ecuațiile ( ) sînt condiții necesare și suficiente Deoarece ecuațiile de echilibru sînt numai în număr de trei, orice probleme de echilibru a forțelor paralele care conțin mai mult decît trei reacțiuni, va fi o problemă static nedeterminată Echilibrul forțelor paralel' ■- — I § Exemple O grinda de greutate P esle așezată pe douăf reazeme Ai și A ; în punctele A și В ale grinzii acționează forțele Pi și P ; să se determine reacțiunile /?i și din reazeme fig ) Deoarece grinda nu este articulată în reazemele 'Ai și A , ncglijind frecarea, vom admite că forțele ~R\ și sînt normale la grindă Se dă ДіД = /, AiC= CA = u, AB — b Alegem axa z normal pe grindă în sensul reacțiunii reazemelor, axa у de-a lungul grinzii și originea coordonatelor, o vom alege în punctul Ab pentru a elimina din ecuația momentelor momentul forței ?i Din ecuațiile ( ) rămîn ecuațiile: n n Aplicate la problema noastră, ele capătă forma: /?i + ? ”“ A*—-Pi — P = , f—PI—P\ (f - я) P (f * # ~ = Din ecuația a doua avem: Introducînd această valoare a lui P în prima ecuație, avem: Metoda de rezolvare poate fi 'simplificată, făcînd ca fiecare ecuație de echilibru să conțină numai cîte o singură reactiune necunoscută Pentru aceasta vom raționa în felul următor: Vom pune condiția ca momentul rezultant al sistemului de forțe în raport cu punctul Ai să fie egal cu zero; această condiție este echivalentă cu condiția ca sa nu existe cuplu S-ar putea însă ca să existe o rezultantă caie trece prin punctul Ai al cărui moment în raport cu punctul Ai ar fi egal cu zero Vom pune apoi condiția ca momentul rezultant al sistemului de forțe, în raport cu punctul A$ să fie de asemenea egal cu zero, Deoarece rezultanta care trebuie să fie perpendiculara pe grindă nu poate să treacă concomitent prin punctele Ai și As» Exemple aceasta rezultantă trebuie să fie egală cu zero și grinda este în echilibru Scriind aceste două ecuații de momente, vom avea: - /? —PI—Pi (/ » cz) — P (/ + tz -[- &)= , PI -ț- P i ( —rz) -Рз j vedem că în fiecare din ecuațiile precedente intervine numai cîte una din reacțiunile necunoscute Pi și R Ddtermînînd de aici mărimile Pi și R ajungem la valorile găsite anterior Să se determine reacțiunile Rh R și Рз care apar pe cele trei picioare ale unei mese grele care se găsește în repaus pe o pardoseală orizontală lucie (fig ) Luăm un sistem ortogonal de axe de! coordonate Oxyz, astfet încît planul Oxy coincide cu planul pardoselii iar axa Oz este dirijată după verticală în sus Notăm coordonatele capetelor picioarelor mesei Ль A , A Fig prin (xb У ), (x , У ), (* , # ), iar coordonatele Centrului de greutate C în care se aplică greutatea P a mesei prin (x, y, z) Deoarece nui există frecare, rezultă că reacțiunile R\, R , R trebuie să fie normale pe planul pardoselii, adică paralele la axa Oz Aplicînd ecuațiile ( ) obținem: , Pi -P +P —P = , Xi/?i - x R +X R — xP= , У Р -У Р -УзРз”"УР= » sau: Pi " P " Рз= P» X P “ >^ ^ “ Хд/?з = XP, yiRi +У Р "УзРз=уР • Din aceste trei ecuații de gradul întîi du trei necunoscute vom determîha valoarea acestor necunoscute Echilibrul forțelor paralele Să se determine reacțiunile Ri, R t R și Ra pe cele patru picioare ale unei mese dreptunghiulare grele, care se găsește în repaus pe o pardoseală orizontală lucie (fig ) Presupunem că distanțele între picioarele mesei sînt respectiv egale cu a și b și că greutatea meșei aplicată în punctul C este egală cu P Luăm axele de coordonate cum se arată în fig , axa Oz dirijată pe dreapta Д Д și originea coordonatelor O, în punctul de intersecție al dreptelor ДдДз și ^ -^ * Coordonatele capetelor picioarelor vor fi: Ді(&, a), A (—b, a), A (—b, —a), Ai(b, —â) Notăm coordonatele punctului C prin (x, y, z) Din cauză că nu există frecare, reacțiunile Ri, R , R , Rt sînt normale la pardoseală, adică sînt paralele cu axa Oz Din ecuațiile ( ) avem: \ /?i - /? -R +Ra — P = , bR\+bR%—bR% - bR^—xP = , ”# ? —aRs—qRa—yP — După cum era de așteptat, conform indicației de la sfîrșitul § , această problemă va fi static nedeterminată Dacă ține m însă seama de deformațiile elastree ale pardoselii, se poate obține o ecuație suplimentară Șa presupunem că picioarele Дь Д , Дз, Aj ale mesei deformează pardoseala, iar deplasările lor în jos £ , e , eg, e sînt proporționale cu presiunea pe pardoseală, adică: i = W?b e =/e/? , e = = /c/? , (presupunem că proprietățile elastice ale pardoselii sînt aceleași în dreptuV tuturor picioarelor) Presupunem că după deformarea pardoselii, punctele л Exemple j ♦ ^ • Ap A| vor ocupa pozițiile A\, A , A , A , iar cele patru puncte A • A>» Аз ♦ A{ vor fi situate din nou în adelași plan Să examinăm diagonala AjA ; după deformare ea va ocupa poziția AAp iar punctul O se va deplasa fn poziția O' la distanta s = OO', unde «ste JupRinloa unui segment ce Exact la fel, pornipd de la trapezul A A A A vom obține; unește mijloacele laturilor trapezului De aidi vom avea: sau: Sistemul de ecuații # ““ T? "/? “ T? = care rezolvă problema este: Ri - /? +/?з * # = Rezolvînd aceste Vedem că tmînd seamă de proprietățile elastice ale legăturilor, am putut determina toate reacțiunile, așa cum s-a arătat în § cap III Să demonstrăm că sistemul forțelor paralele F j F se găsește în echilibru, dacă avem: ~ P, F =- P; x =-a, X =O; Уз = » У fig Acest caz este reprezentat în Aplicînd formulele ( ), vedem că ele sînt satisfăcute, adică sistemul forțelor date se găsește în adevăr în echilibru Evident că forțele Л și F prin compunere dau o rezultantă care trece prin punctul O și sev echilibrează cu forța F f CAPITOLUL VIII TEORIA CUPLURILOR § Echivalența cuplurilor Șă considerăm un cuplu oarecare format din două forțe ia! căror modul esle egal cu F aplicat unui solid rigid; vom folosi, uneori pentru prescurtare notația convențională (F,— F) Deoarece într-un solid absolut rigid Fig Fig forțele pot fi mutate de-a lungul suporturilor lor, se poate face totdeauna ca forțele ce alcătuiesc cuplul să fie aplicate la extremitățile brațului AB, iașa cum se vede în fig Гп acest capitol vom presupune'totdeauna cuplul redus la această formă Să demonstrăm cîteva teojreme privind cuplurile Putem modifica modulul forțelor cuplului și lungimea brațului cuplului astfel incit momentul cuplului să rămînă neschimbat Fie cuplul (F, — F ,Aplicăm în mijlocul O al brațului AB două forțe egale și de sens- contrar F’ și — F' paralele la /forța F, cu medului F’ = —F Compunînd forțele F și 'F' și apoi forțele —r F \ * * - * - • f ,W - * • • JA z *■ *’ ’* — •' f- • / іСД ' • * ** ' Zc * * k * *^*^*^^ * ? •• -b X' t - Echivalența cupJurilor și “ У ? obține cuplul (Ф, -Ф SfeSla^iOT Para,ele OD F / in brațul CD Din teorema același sens,, se știe că Ф De aici găsim: sau însuși Fie cupluî înmulțind ambele părți ale afcestei egalități cu , obținem-®-CD=F AB, H’аТГ™ Г,е • —F) șînț situate în plane paralele Ca să ne convingem că cuplul (F, —F) esle echivalent cu cuplul (F, —F), rotim cuplul (F', —F) în planul său, astfel încît brațul său să devină paralel i cu brațul cuplului (F, —F) înlocuim forțele sale cu modulul F, prin forțele cu modjulul F; ca urmare a egalității M'=M brațele ambelor cupluri vor deveni egale Printr-o mișcare de translație, putem face ca un cuplu să coincidă cu celălallt, și astfel rezultă că aceste cupluri sînt echivalente i Am arătat în § că construcția vectorului moment al unui cuplu dat în raport cu un punct oarecare dat O, este o problemă ’ complet determinată; ca rezultat al acestei construcții obținem un vector Л£ bine determinat aplicat în punctul O Invers, fie dat momentul M al Unui cuplu aplicat în punctul O Se cere să se găsească cuplul corespunzător lui Pentru aceasta se poate duce un plan oarecare к perpendicular pe vectorul m'oment ЛИ, oriunde, la alegere, jn acest plan tv, construim cuplul cu o pereche oarecare de forțe F și - —F și cu un astfel de braț AB încît să aibă loc egalitatea^/ • AB=M In pllus, va trebui ca sensul de rotație al cuplului (F, —F) să-corespundă sensul vectorului M Vedem că această problemă inversă este nedeterminiataj deoarece duce la o infinitate de cupluri, dar toate aceste cupluri sînt echivalente, adică se pot transforma unul într-altul aplicîndu-li-se operațiile expuse mai sus Prin urmiare, această varietate infinită de cupluri obținută esle numai aparentă, căci fiind dat momentul M, nu putem obține cupluri neechivalente Astfel, ajungem la următoarea concluzie:' Cuplul este complet caracterizat prin momentul său De aceea, în mecanică, cuplul se determină totdeauna prin momentul lui și trebuie să ne deprindem ca în Ioc de cuplul dat, Teoria cuplurilor să considerăm totdeauna momentul' lui, iadica vectorul moment M, care este un vector liber, în timp ce vectorul forță F este un vector alunecător § Compunerea cuplurilor Cuplul, ca și forța, este un element primar nereductibil La fel ca în unele cazuri descrise mai înainte, unde am avut posibilitatea sa înlocuim mai multe forțe printr-o singură forță rezultantă, tot așa se pot înlocui și-mai multe cupluri printr-un singur cuplu O lasemenea reducere ,a unui sistem de cupluri la un singur cuplu, se numește compunerea cuplurilor Compunerea cuplurilor ^situate în plat exemplu, trei cupluri (Fb —Fi), (F , —F ), plane paralelfe Din cele expuse în paragraful precedent vom putea deplasa ■ :f aceste cupluri printr-o mi ș- ' • care de translație într-un oralele Fie, de-—F ) situate în plan paralel' cu planele cuplurilor date Tot din proprietățile expuse în paragraful precedent vom putea transforma aceste trei cupluri în cupluri avînd un braț comun, schimbînd îhtr-un mod cuvenit modulele forțelor cuplurilor prin translații și rotații convenabile ale cuplurilor în planul lor Astfel vom putea reduce cele trei cupluri date la cuplurile (FJ, —F'), (FI, — F ), (F , —Fs)> cu brațul comun Ab, reprezentate în fig Compunînd forțele: + F + F — obținem rezultanta lor F; în același mod, vom avea: Compunerea cupluri lor Prin urmare, în loc de trei cupluri (Fh —F}),( (F , f ), —Лч) vom obține un singur cuplu ('F’ —F) Astfel am demonstrat posibilitatea compunerii cuplurilor situate în plane paralele Rămîne de demonstrat că momentul /И al cuplului (/•’, —F) este ega'l cu suma geometrică Mt+M +M a momentelor celor trei cupluri date, sau, ceea ce este accla,și lucru, a cu-plurilor (F ,—F ), (F ,—F ), Dar acest din urmă lucru este evident In adevăr,; deoarece momentul cuplului în raport cu un punct Oarecare din spațiu este același, vom lua momentele tuturor cuplurilor îln raport cu punctul Al Atunci momentul cuplului (F’i, —F{) în raport cu punctul A se va reduce la momentul forței F{ în raport cu punctul A, momentul'cuplului (Fbt—Fty, la momentul forței Fț> în raport cu punctul A și așa mai departe Diar djipă teorema lui Varignon pentru forțelle concurente, momentul M al rezultantei F este egal cu suma geometrică a momentelor M -+ M a forțelor F{,F' ,F și teorema este demonstrată Este evident că în acest caz suma geometrică a momentelor se reduce la suma lor algebrică Astfel,: pentru a compune cuplurile situate în p Paine paralele,; este suficient să se adune algebric momentele lor Cazul general de compunere a cuplurilor Ca să ajungem la 'cazul general rămîne de examinat numai Cazul ,cînd cuplurile sînt situate în plane secante Fie două cupluri (Fi, •—Fi) și ,(F ) —F ) situate în planele secante к' și n" (fig ) Prelungind aceste plane pînă la intersecția lor și modifi-cînd forțele cuplurillor putem transforma și muta cuplurile astfel îneît ele să aibă un braț comun AB situat -pe! dreapta de intersecție a planelor тс’ și тс" Astfel vom obține cuplurile (Fî ,—F și (Fțt—Vedem că pentru obținerea unui singur cuplu (F, —F) este suficient să adunăm geometric forțele: aplicate în punctete A și B\ prin urmare, posibilitatea compunerii cuplurilor situate în plane secante este demonstrată Rămîne de demonstrat că momemntul M al cuplului (fi fi este\ egal cu suma geometrică a momentelor yVlț și ѴІ ale cuplurilor (fi» —fi) și (fi —fi) sau ceea ce este același lucru ate cuplurilor Teoria cuplurilor * (Л,—FJ) și (Я, — Л) Folosindu-ne de faptul că momentul cuplului în naport cu oricare punct din spațiu este constant, luăm momentele tuturor cuplurilor în raport cu punctul В (v § ) Atunci momentuli M al cuplului (F, —’F) în raport cu punctul В se reduce la momentul forței F în raport cu punctul B, momentul Mx іаі cuplului (F{, —Fîh la momentul forței F{ în raport cu ' punctul В și momentul M al cuplului (FL—F£) lla momentul forței F în raport cu punctul B Dar conform teoremejjui Varig-non pentru forțe concurente, momentul M al forței F este egal cu suma geometrică a momentelor Mi și M , și teorema este demonstrată De aici obținem o teoremă generală aplicabilă în toate cazurile: Pentru compunerea cuplurilor este suficient să se adune geometric momentele lor Fie date de exem'plu trei cupluri arbitrare: (Ft, —Fi), Deoarece momentul cuplului în raport cu un oricare punct din spațiu este constant, vom considera un punct arbitrar din spațiu O și vom construi în el vectorii moment ЛЬ, Af și M ai cuplurilor considerat,e (fiig ) Adu-nînd geometric aceste momente vom obține momentul ЛІ: M=Mi + M +M al cuplului unic care poate înlocui cele trei cupluri diate § Aparatul lui Tepler Cele expuse în capitolul de față și în cele precedente se pot verifica cu aparatul luiTepler (fig ) Aparatul se compune, dintr-o masă cu trei picioare pe care este instalat pe trei șluruburi de rejglaj un disc ofircular cu fața superioară foarte bine lustruită Cu ajutorul celor trei șuruburi, fața superioară a discului poate fi așezată perfect orizontal Pe acest disc se așează trei bile de oțel cu diametrul de circa , cm, deasupra cărora se așază un al doilea disc rotund cu fața lustruită, care prin urmare poate să se deplaseze foarte ușor pe acele Ь е;Ле ?artea superioară a suprafeței acestui de-al doilea disc cmt făcute o serie de găuri în care se pot introduce știfturi mici Aparatul lui Tepler Do aceste știfturi se pot prinde fire ce sînt petrecute peste scripeți, care pot fi fixați cu ajutorul unor dispozitive, în orice punct de pe periferia primului disc; la capetele firelor se atîrnă greutăți Să se verifice, de exemplu, pe cale experimentală, llegea paralelogramului Introducem un știft înlr-uma din găurile discului superior; prindem de știft trei fire dintre care primele două le întin>-dem de exemplu, slub un unghi de ° unul față de celălalt, agățînd de ele greutăți de g și g Atunci rezultanta acestor forțe va fi egală cu g, deoarece + = = și va fi dirijată după diagonala dreptunghiului construit pe suporturile forțelor de g și g Indreptînd al treilea fir în sens opus acestei rezultante și atîrnînd de el o greutate de g vom vedea că discul superior va rămîne fix Pen-tru ca în timpul pregătirii experienței, discul superior așezat pe • A w r = g = , z = ) In aceste puncte sînt aplicate două forte FÎ si Ă cu pioiecțiile (Â|== , Ki== , |>=— ) și (AZ =— , У =— , Z «=» ) Să se studieze sistemul acestor două forte șl să se găsească momentul lor rezultant, in raport cu un pundt oarecare Deoarece proiecțiile forțelor sînt respectiv egale între ele în valoare absolută, dar de sens contrar, sistemul dat se reduce fie la un cuplu de Ifortc, file la două forte egale de sens contrar situate de-a lungul unei drepte; în ambele cazuri momentul rezultant •й Aparatul lui Tefler al acestui sistem de forte este un vector liber Deoarece cosdnușii directori ai ior(ei /’’i, sînt proporționali clii : : — iar cosinușii directori ai seg^ niietituluii A|A? stnl proporționali cu diferența coordonatelor punctelor A punctul A| adic'a să determinăm momentul forței F în raport cu punctul A\ șl An adică proporționali, cu — : : , rezultă că* cele două forte nu au același suport și prin urmare formează un cuplu Să găsim momentul acestui cuplu în raport cu un punct oarecare, de exemplu în raport cu punctul Ai adidă să determinăm momentul forței F în raport cu punctul A\, Aplicînd formulele ( ) ’vom obține: Mx=( - ) +( - ) = , My~ —( - ) —( — ) = , = — ( — ) + ( — ) = * • Modulul momentului M al cuplului considerat va fi: M = V + + = У = , peoare ee modulul fiecărei forțe din cuplu este egal cu У - -b = = У și modulul momentului cuplului este egal cu У • te situat pe dreapta Д; regăsim astfel proprietatea că'într-urv solid,'forța'este lin ■vector, alunecător • ■ L •! J '• i ' ? • ; ■ , ) Reducerea unul sistem de for|p în plan Sa examinăm acum un sistem arbitrar de forțe coplanare f Fi, ^s» • •aplicate respectiv îrt punctele Aif A , / , ale solidului Să alegem un punct oarecare O în acest plan și să-l » denumim punct de reducere (Vig ) Mutăm punctele de aplicație ale tuturor forțelor F , F , , în punctul O, adăugind cuplurile suplimentare avînd momentele Mi=riX?b M>= = r XF , M =r XF i , toți vectorii M M , M , , vor fi perpendiculari pe planul în oare se află forțele Fif F>, Fî, Forțele Flt F , F , - • • aplicate în punctul O se pot compune și înlocui printr-o forță rezultantă F (§ ) n Conform § , toate cuplurile se pot compune, adunînd geo metric momentele lor ’(adunarea lor 'geometrică se reduce la cea algebrică); astfel vom obține un cuplu rezultant de monîent ]\/It== “ЬЛ/з • •* Vom Ilicit Mn ■ n modifica forțele cuplului astfel incit'modulul lor să devină cu F; in acest caz brațul cuplului va fi egal cu do, astfel M—F d Vom roti apoi cuplul în planul său, în așa fel brațul său să devină perpendicular pe forța F aplicată în w Sistem de forte în plan punctul și vom deplasa cuplul în planul său paralel cu el însuși, astfel ca forța —F a cuplului să ajungă în punctul (fig ); fie În acest caz o punctul de aplicație al forței F a cuplului, unde o=do și do-LF Este evident că forțele F și —F aplicate în punctul O se echilibrează și întregul sistem de forțe se reduce la o singură forță rezultantă F aplicată Ігъ,punctul * • " • - ✓ *• * - " • ✓ ш • * ‘ * * • ** Poziția axei centrale poate, fi determinată și vectorial In adevăr, presupunem că, luînd ca punct de reducere un punct oarecare O am obținut: r n n dacă însă vom lua ca punct de reducere un alt punct O' al planului în care sînt așezate forțele, vom obține: n n Aplicînd formula ( ) vom avea: * ’* - * 'л -* *• • • ’* • - T ‘ V * =S Mn-^dxFn = M-dXYFn, n n II ' sau • ■ jW’ = Ăf-dxF / " * • >? t f % • w Dacă vom alege vectorul d în așa fel incit să aibă loc egalitatea M= , atunci punctul O’ va fi un punct 'al axei centrale Prin urmare, vectorul d se determină din ecuația: dxF-M, ( ) a cărei rezolvare este asemănătoare cu o împărțire,, deoarece pe baza produsului vectorial dat 'M și a unui factor F se cere să se găsească al doilea factor d, Spre deosebire de ecuațiile scalare, Reducerea unui sistem de forte in plan ecuația vectorială considerată admite o infinitate de soluții In adevăr, fiedq una din soluții determinată de exemplu prin condițiile cțoF=MI și d ^ F; atunci ecuația va fi verificată și de soluția d=d +c, unde c este un vector arbitrar paralel cu F (fig ) Efectuînd produsul vectorial între vectorii do+c și F și ținînd seamă că vectorii c și F sînt paraleli, adică cxF= , vom obține: (d -c)XF=rf XF -cXF- xF=AI Dar așa cum se^vede din fig , vectorul d determină punctul Oq și vectorul d=d + c determină un punct arbitrar O' al! axej centrale, adică găsim poziția axei centrale Dacă, muțind toate forțele într-un punct oarecare de reducere vom obține n atunci trebuie să avemAf'=Af și sistemul de forțe considerat se reduce Ia un cuplu In siîrșit, dacă avem F = și AI= , nu va exista nici rezultantă,/ nici cuplu, adică sistemul considerat de i forțe este în echilibru Asțfel: ț Un sistem de forte în plan este fie echivalent cu o rezultantă ' situată de-a lungul axei centrale a sistemului, fie cu un cuplu, fie că este in echilibru Aceste rezultate obținute prin metoda geomletrică-vectorială desigur că pot avea și o reprezentare analitică Pentru aceasta considerăm în planul forțelor Fb F , F , , un sistem de coordonate ortogonale Oxy Alegem ca punct de reducere originea O a coordonatelor Notăm proiecțiile forțelor pe axele de coordonate, prin Fi(A], Kj), F (X , Y ), F (X , K ), , iar coordonatele punctelor lor de aplicație Ah A , A , : es-pectiv prin Aj (Xj, Уі), A (x , y ) A (x , y ), Deoarece toate forțele sînt așezate în planul Oxy, momentele lor in raport eu axeje Ox și Oy sint identic egale cu zero și rămin numai momentele în raport cu axa Oz, adică: M Z’-XiYi—yiXi, M Z=x Y —y X , -ЛІзг == x / —уэЛз, Sistem de forte în plan I Notînd prin A\ Y proiecțiile rezultantei F și prin Mz proiecția pe axa Oz a momentului rezultant M, vom obține pentru punctul O: Luăm acum ca punct de reducere un alt puncț oarecare O' •cu coordonatele (x', p') Pentru punctul O' forța F va rămîne aceeași, dar momentul rezultant nu va mai fi M și se va schimba în ЛГ, care conform formulei ( ) va fi: n • n sau n adică: Punînd avea: punctului O' condiția ЛГ = adică M’z = , vcm Vedem că locul geometric al punctelor O' este dreapta reprezentată prin ecuația ( ), ceea ce este cunoscut din studiile geometrico-vectoriale precedente, astfel ecuația ( ) în care x* și y' sînt coordonatele curente, este ecuația axei centrale a sistemului Mărimile X , У și Mz în formula ;( j sînt determinate prin formulele ( ) Prin urmare, la rezolvarea problemei reducerii unui sistem de forțe în plan prin metodia analitică, trebuie mai întîi să se determine mărimile X, Y și Mz după formulele ( ) și apoi pe’biăza formulei ( ) se poate scrie ecuația axei centrale Rezultanta al cărei modul este ѴЛ'Ч-У va fi situată în lungul axei centrale Dacă avem Y= , У= și Mz^ , atunci nu există rezultantă și sistemul se reduce la un cuplu situat în planul Oxy cu momentul în raport cu axa Oz, egal cu Mz Dacă însă Y= , У- , și Mz = , sistemul de forțe este în echilibru § , Echilibrul unui sistem de forțe în plan Din cele expuse în paragraful precedent; rezultă că pentru echilibrul unui sistem Echilibrul unui sistem de forțe in plan • de forțe situai intr-un plan oarecare тс trebuie să se satisfacă două ecuații vectoriale: >■ a F=SFn= , /W-=£Af„— , ( , ) П n unde vectorul F este situat în planul тс și vectorul M este perpendicular pe planul тс așa că M | F Aceste două ecuații vectoriale se pot reduce la trei ecuații scalare luînd planul тс drept planul Oxp: AZ=I X«= , r=Sr„ = , ’, , ' • - A " " ’ = ; S’stern de forte în plan deoarece rezultanta nu poate să treacă prin trei puncte necoli-niare, rezultă că nu există rezultantă și sistemul de forțe estet în echilibru Astfel, obținem trei moduri de (alcătuire а ecuațiilor de echilibru ale unui sistem de forțe îin plan apllicat unui solid și anume, pentru ca sistemul de forțe în plian să fie în echilibru, este necesar și suficient ca: ' Sumele proiecțiilor tuturor forțelor pe două direcții neparalele și momentul rezultant al tuturor forțelor în raport cu un punct oarecare din plan să fie egale cu zero Momentele rezultante ale tuturor forțelor în raport cu două puncte oarecare din plan și suma proiecțiilor tuturor forțelor pe o direcție 'neperpendiculară pe dreapta 'care unește aceste două puncte, să fie egale cu zero Momentele rezultante ale tuturor forțelor în raport cu trei puncte oarecare din plan, care nu sînt situate pe aceeași dreaptă, să fie egale cu zero Dacă sistemul de forțe în plan, este format din forțe, paralele, atunci problema alcătuirii ecuațiilor de echilibru se simplifică și vom deduce ușor că, pentru echilibrul' sistemului plan de forțe piaralele, este ne'cesiar și suficient ca: Suma proiecțiilor tuturor forțelor pe o direcție neperpendiculară pe direcția forțelor și rrtomentul rezultant al tuturor forțelor în raport cu un punct oarecare din plan, să fie egale cu zero Momentele rezultante ale tuturor forțelor în raport cu două puncte din plan care nu sînt situate pe o dreaptă paralelă cu forțele, să fie egale cu zero Cu ultima condiție nie-aim întîlhit cu ocazia examinării exemplului \ \ Observație în exemplul am văzut că pentru elimin narea din ecuația de echilibru a reacțiunii cunoscute ca direcție, este suficient să egalam cu zero suma proiecțiilor forțelor pe o axă perpendiculară pe direcția reacțiunii Trebuie sublihiat că utilizarea calculului momentelor reprezintă un procedeu mai eficace pentru eliminarea reacliunilor decît proiectarea forțelor pe o axă, în adevăr, dacă o reacțiune oarecare R laplfcată în punctul A nu este cunoscută ca direcție, atunci luînd momentele forțelor în raport cu punctul Л,- vom elimina această reacțiune R d in ecuația de echilibru, în timp ce din cauza necunoașterii direcției reac-țiunii, metoda proiectării forțelor pe o axă este inaplicabilă aici Dacă în problemă avem două reacțiuni R\ și avînd punctul de I /• ca jurul muchiei A ;(fig , decît k Moment de stabilitate și moment de răsturnare - X Qq- Produsul Pp se numește moment de stabilitate, iar produsul * — - * • • • ч • ; echilibrului mare Qq moment de răsturnare Deci, pentru stabilitatea este necesar ca momentul de stabilitate să fie miai momentul de răsturnare Sistem de forte în plan § » Exemple O bara omogenă' grea ABf de greutate P, se reazemă fără frecare cu extremitățile ei Л șl В respectiv pe o pardoseală orizontală O v și ne un perete vertical' Oy (fig ) în punctul D este legat de bară firul OD Se da HC^AC^l, ZMO«^ AOD~$;tâ se găsească tensiunea T dini fi'r Deoarece bara, afară de fir mai este supusă și la alte legăturii fiind rezemată pe pardoseala Ox șl pe peretele Oy, putem considera bara liberă sub acțiunea ajpațru forje; P, T> P' și P", dintre care forja P este dată, iar reacțiunile T, P' și /?” sînt cunoscute ca direcție dar necunoscute ca modul Pentru determinarea reacțiunii T, egalăm cu zero momentul rezultant al sistemului de forte în raport cu punctul E, în care se intersectează forțele P' și)?", așa cum se indică în observația din § Notînd prin EK perpendiculara coborîtă din punctul E pe dreapta OD, vom obține: moții £ / —• jC • EK — — * sin (%—j ), mom^P = + P • și ecuația din echilibru va fi: = Ч-Р • Z cos a, de unde cos a sin (a—gf Atît timp cît D este situat mai posibilă Dacă punctul D coincide jos cu Fig determinarea reacțiunilor P' și P", se axele Ox și Oy, deoarece forța T este decît C, avem p>a și soluția - este punctul C, atunci ₽ = a și T va avea \o valoare infinită; în acest caz dacă bara AB alunecă pe pereții Ox și Oy, punctul C va descrie un cerc cu centrul în punctul O, firul nu se va întinde și nu va putea susține bara, decît dacă tensiunea din fir ar tinde către infinit, ca limită a tensiunilor extrem de mari care apar în fir cînd p este mai mic dar foarte apropiat, de a în sfîrșit, dacă punctul D va fi situat mai sus decît punctul C, atunci vom avea a raport cu punctul de intersecție al forțelor T și R"; pentru determinarea numai a forței R" ar fi suficient să se ia momentele în raport cu punctul de intersecție al forțelor T și R' Astfel, aplicarea la această problemă a metodei a treia luînd'momentele forțelor față de punctele de intersecție ale reacțiunilor' R’ Și,^Rr\ T și R*, T și R’ ne permite să izolăm reacțiunile necunoscute, fără a obține totuși nici o simplificare substanțială, doarece și prin primul procedeu, altfel cum l-am prezentat aici, reacțiunile \ R' și R" au fost izolate în ecuațiile de echilibru In această problemă poziția de echilibru era dată și deci nu au existat condiții de echilibru pentru determinarea O bară omogenă AB de lungime l și greutate P, se reazemă pătul A pe o zontală; bara formează, unghiul a cu pardoseala Știind că asupra capătului A al barei acționează forța orizontală T și că de căpătui В al ei este legat un fir care face unghiul § cu orizontala și este trecut printr-un scripete, la capătul firului fiind legată sarcina Q, se cere să se găsească condițiile de echilibru Deoarece capătul A al barei s^ reazemă fără frecare pe pardoseală» reacțiunea- R a pardoselii trebuie să fie normală la pardoseală (fig ) Să aplicăm la această problemă primul procedeu, luînd sumele proiecțiilor forțelor pe orizontală și pe verticală, și momentul rezultant al sistemului de forțe în raport cu punctul A; atunci vom obține două ecuații care nu fără frecare cu ca-pardoseală ori- I Sistem de forte în plăti conțin for(a P, adică condițiile de echilibru și o alta ecuație care conține torta P din care vom determina această reactiune)» Deoarece тоШдіР= — P • l cos a, топід Q= +Q • AD = -Q • sin (p — a)> vom avea: —• Г “ Q cos p — , — P ~ Q sin p * P— , —PZ cos a ~Q • Zsin(p — a) = De aici găsim condițiile de echilibru: */ ~kv> /-*• ; : »• • -\ Q sin (p — a) —P cos a = , și reacțiunea Aceste ecuații >> , *■ ; a* * л •> ; X ~ - »• * pot căpăta o formă puțin modificată Anume, din ecuația cos p găsim iar din formula precedentă pentru ?: V въ • a Mai departe, din ecuațiile: obținem: r * De aceea, prima Q sin (p—a) = (P—P) cos a—Tsin a, condiție de echilibru poate căpăta forma (P—/?) cos a— T sin a—P cos я= , sau T De aici găsim: T adică T tga-tgp- Exemple Prin urinare, rehcțiunea va avea expresia și condițiile de echilibru vor fi de Iforma tg₽ = -\ICp~T tga = tgg-^ Vedem că totdeauna trebuiel să fie Q și unghiul a tinde către unghiul g , dacă fie P tinde către zero, fie T tinde către infinit, fie au loc ambele cazuri * Să se determine greutatea P a fundației unei macarale, dacă greutatea proprie a macaralei este egală cu Q și greutatea încărcăturii de ridicat este egală cu R Vom simplifica problema neglijînd împingerea pămln-tului asupra suprafețelor laterale ale fundației macaralei, ținînd seamă doar de greutățile părților componente ale macaralei (fig ) In această problemă momentul de stabilitate este egal cu Pa, iar momentul de răsturnare este egal cu Qb + Bc De obicei ni se dă numărul n care Fig reprezintă de cîte Ori trebuie să fie mai mare momentul de? stabilitate decît momentul de răsturnare, încîf să fim asigurați și în situații excepționale Astfel, vom obține: Pa =n(Qb+Rc), și de aici găsim greutatea necesară a fundației: Qb+Rc * CAPITOLUL X FRECAREA > § Frecarea de aderență și frecarea de alunecare Conținutul acestui capitol prin caracterul său diferă mult de conținutul celorlalte capitole In timp ce mecanica teoretică reprezintă o deducere matematică a teoremelor dintr-o serie de axiome fundamentale și principii și, din această cauză nu are nevoie de motivarea experimentală a rezultatelor obținute, capitolul despre frecare se bazează în întregime pe rezultatele a diferite experiențe, rezultate ce depind de condițiile experiențelor, de materialele din care sînt confecționate corpurile care se freacă și de stadiul de prelucrare al suprafețelor lor ; însăși apariția fenomenului de frecare nu este perfect clarificată Astfel, un studiu asupra frecării ar trebui să intre mai curînd în cadrul unei' discipline ajutătoare a mecanicii, decît în cadrul mecanicii teoretice Totuși, capitolul despre frecare se introduce de obicei în cursul de mecanică teoretică, deoarece în multe laplicații priactice ale mecanicii teoretice dacă nu se ține seamă de frecare, rezultatele obținute nu corespund cu realitatea Pentru că între două corpuri materiale să se producă frecarea, este necesar ca aceste corpuri să se atingă între ele Dacă acțiunea frecării constă în faptul că ea împiedică mișcarea unui corp material în raport cu altul, atunci acea frecare se numește frecare de aderență; dacă însă acțiunea frecării constă în faptul că ea încetinește mișcarea unui corp material în raport cu un altul, atunci frecarea se numește frecare de alunecare Să presupunem că un corp material oarecare este așezat pe suprafața unui alt corp oarecare Dacă nu ar apare nici o forță de frecare de aderență, atunci orice forță paralelă cu suprafața de contact aplicată corpul l-ar pune în mișcare Totuși, experiența ne dovedește că aceasta nu se întîmplă Să examinăm acum următoarea experiență Pe o masă orizontală stă un corp greu, a cărui greutate este egală cu P /(fig ) Este evident că reacțiunea normală Rn a mesei va fi Frecarea dirijată în lungul mesei, în sens contrar cu forța de tracțiune produsă de greutatea F și care echilibrează această forță Forța Rt se numește forță de frecare de aderență „Vedem că în cazul cînd există aderență, reacțiunea are o componentă^ normală Rn și o componentă tangențială Rt- Compunindu-le după regula adunării geometrice, vom obține reacțiunea care formează cu normala la suprafață unghiul • așezată pe o șina înclinată care formează unghiul a eu orizontala, Deoarece modulul forței F care tinde să producă rostogolirea roții este egal cu F-P sin a (fig, ), modulul momentului de, rollro va f| egal cu M^Pa șina Modulul forței Ф, forța cu caro roata apasă >o șină, va fl egal cu Pcosa Prin urmare/ aplicînd formula ( * ), vom ob| ne: fir ‘ Pa sin a condițiile de echilibru ale barul AB, care se reazemă cu frecare cu capetele sale A și В pe o pardoseală orizontală și pe un perete'vertical, бага AB, împreună cu forțele care acționează asupra ei,'este reprezentată în) fig ; Ducem în punctele A și В normalele la pardoseală și perete și construim unghiurile de frecare KAL și LBM Vom obține o porțiune KLMN a placului, un patrulater, cuprinsă îni interiorul Fig celor două unghiuri; acest patrulater este Hașurat în fig Presupunem că greutatea P a barei este aplicată în punctul Сь Prelungihd suportul acestei forte P, vedem că el intersectează patrulaterul hașurat Luăm un punct oarecare D de pe suport situat în interiorul patrulaterului Unim punctul* D cu punctele A și В și mutăm forța P în punctul D Descompunînd forța P în două forțe după direcțiile BA și BB și mutînd ambele componente obținute în punctele A șl B, vedem că aceste componente se pot echilibra cu reacțiunile, deoarece suporturile lor se găsesc în interiorul Exemple unghiurilor de frecare Prin urmare, în acest caz avem echilibru Să presupunem acum că forța P este aplicată în punctul C Prelungind suportul acestei^ forțe, acesta nu intersectează patrulaterul hașurat Prin urmare, forța P nu se poate descompune în acest caz în două componente ale căror •suporturi să fie interioare unghiurilor KAL și LBM și echilibrul este imposibil Ducem prin punctul N o verticală Este evident că dacă centrul de greutate al barei se găsește în dreapta acestqi verticale, va exista echilibru; dacă însă centrul) de greutate al barei se află la stînga acestei verticale, echilibrul este imposibil Prin aceasta se explică de ce o scară sprijinită de perete nu alunecă cînd omul stă pe treptele ei inferioare și uneori începe să alunece cînd omul se urcă pe treptele ei superioare Este evident că o dată cu creșterea unghiului a dreapta AB se va apropia de dreapta AN și poziția limită a punctului G pentru care echilibrul este posibil, se va apropia de punctul B Să rezolvăm acum aceeași problemă pe cale analitică Presupunem, pentru a simplifica raționamentele, că coetidienții p au în punctele A și В valori egal și centrul de greutate al barei se găsește la mijlocul dreptei AB a cărei lungime o vom , nota prin / Asupra barei acționează cinci forțe» ale căror mărimi sînt: /?п, Pt Pfl* A • • ; atunci vom avea; tg ф sin tp cos și obținem: tga=ctg *~*P+Q sin ₽ -/?= -— « / sau p ?= Q cos [ • I ' * i Q (sin p cos a Din ultima ecuație avem: * ( Qsinp —P)cosa = Qcos₽sina, cos ₽ sin a) = P cos a tg₽“ cos₽ Exemple Eliminînd forța cin prima și a doua ecuație vom aveai Q COS рххрР-ptQ sjn pf sau Q (cos p+p sin p) = pP înlocuind coeficientul P> pun valoarea lui conform Q cos (p—y)=Psin cp formulei (Ю З) obținem / ■x Л v ■ CAPITOLUL XI • ' ' * V • * - ■* * ч • * • , ж * * ZT\ ■* w z 'W *** * % t ' f-Z * \ к • • * ' • • ’• w * *** • hZ* * ‘ SISTEM ARBITRAR DE FORȚE • § Metoda vectorială de reducere a unui sistem de forțe la cel mai simplu sistem După studiul sistemelor particulare de torțe să ne ocupăm cu reducerea unui sistem de forțe, cînd forțele'au o poziție arbitrară în spațiu; să presupunemi că se dau forțele Fi, F$, Fa, , aplicate în punctele Ai, A , Аз, , ale unui solid absolut rigid Putem reduce sistemul dat de forțe la unul maț simplu, în mai multe moduri Un sistem arbitrar de forțe se poate reduce în gene al la trei forțe, care trec prin trei puncte arbitrar alese în spațiu și nesituate în linie dreaptă In adevăr, fie Of, O și O aceste trei puncte Unim'punctul Ai cu punctele Ob O , O și construim paralelipipedul a cărui diagonală este forța F\, și ale cărui mudhii sînt dreptele AtOi, AiO și A:O Servindu-ne de legea paralelipipedului (§ ), putem descompune forța în trei componente, după dreptele A\O\, AiG , AiO și apoi mutăm punctele de aplicație ale acestor componente de-a lungul suportului lor în punctele Ob și O Aceeași descompunere o putem face și cu forțele F ,, F , Astfel, obținem trei sisteme de forțe concurente aplicate în punctele O\, O și O înlocuind aceste forțe concurente prin rezultantele lor, vom ajunge la trei forțe, aplicate în punctele Or, O și O din spațiu alese in prealabil - ■ Un sistem arbitrar de forțe se poate reduce, în general, la o singură forță aplicată într-un punct din spațiu ales arbitrar si la ШЬCUplu ’ : Să alegem punctul arbitrar O din spațiu și să-l numim punct de reducere-, (v § ) Introducem notațiile У V* • h L J * s * ^ О А у Гз*"ОЛ , >ф J ’ У ' w • $ c * z-‘ ' * -T* £ ' f -gP — • * М=Л Н-Л + n к -^ n n * - ’ x Este evident că vectorul M nu este altceva decît mbmentul rezultant al sistemului de forțe dat, calculat în raport cu punctul de reducere Astfel, sistemul de forțe s-â redus la o forță rezultantă ■aplicată într-un punct arbitrar ales din spațiu, și , a- un cuplu Un sistem arbitrar de forțe se poate reduce, în general, la ■două forțe necoplanare, dintre care una se aplică într-un punct -din spațiu arbitrar ales In adevăr, să presupunem că efectuînd reducerea forțelor, :âșa cum s-a arătat anterior, am obținut forța rezultantă F, aplicată îritr-un punct O luat ărbitrar în spațiu și cuplul de moment M Să ducem prin punctul O plianul tv', perpendicular pe momentul M, și să construim în acest plan cupllul (F‘, —F') cu momentul M în așa fel ca una din forțele cuplului, de exemplu —F', să treacă prin punctul O Atunci forțele F' și F\ se pot compune, înlocuindu-le printr-o singură forță Ф, care nu mai este situată în planul) n, și, în acest feT vom reduce sistemul forțelor dat, Jia două forțe F și Ф, care nu sînt situate în același plan, forța Ф fiind aplicată în punctul în prealabil ales Afară de aceste trei moduri de reducere a forțelor, vom mai indica pe al piatrultea, care este cel mai Important Presupunem din nou că efectuînd reducerea sistemului de forțe dat, am obținut rezultanta F, aplicată în punctul O luat arbitrar în spațiu și-cu- Sistem arbitrar de forțe piui cu momentul Л (fig ) Descompunem momentul M îrț două componente: momentul m parafei la forța rezultantă F și momentul Mo, perpendicular pe forța 'F Să ducem prin punctul O planul я perpendicular pe vectorul Af ; acest plan va conține forța F Construim în planul я cuplul cu momentul Af astfel ca una din fonțefe cuplului să fie egală cu —F și să fie aplicată în punctul O; atunci, cealaltă forță a cuplului va fi aplicată într-un punct oarecare O', avem OO' = astfel ca să FOO' = M , de unde găsim: ~ Forțele F și —F aplicate în punctul O se echilibrează și ajungem la forța F aplicată ir punctul O' și la cuplul de moment m dirijat paralei cu suportul forței F Deoarece momentul m al cuplului este un vector liber, se poate transporta și el în punctul O' Observăm că dacă (F,M) va fi lascuțit, atunci momentul m va fi dirijat în același sens cu forța F (cazul fig ); dacă însă M) este obtuz-, atunci momentul m și forța F vor fi dirijate în sensuri contrare Sistemul compus dintr-o forță și un cuplu al cărui moment este dirijat pe suportul forței se numește dinam Dacă se' găsește numai un punct O' în care forța și momentul cuplului sînt coliniare, atunci se pot găsi - și toate celeilalte asemenea puncte; toate, aceste puncte sînt situate pe suportul Д al forței F, deoarece forța F este un vector alunecător, iar vectorul m este un vector liber Dreapta Д se numește axa centrală a sistemului 'Găsim generalizareai rezultatului aflat la § pentru cazul forțelor coplianare, numai cu deosebirea că acolo m era dgal cu zero și rezultanta F era! dirijată în lungul axei centrale Raportul у =p se numește parametrul dinamului Aici m reprezintă proieciția momentului rezultant M pe direcția I I > Metoda vectorială de reducere a unui sistem de forje forței f; de aceea parametrul p este pozitiv, dacă F și m au același sens, și negativ dacă F și m sînt de sens contrar Astfel: Un sistem arbitrar de forțe se poate reduce, în generat, la un dinam situat in lungul axei centrale a sistemului Două sisteme de forțe, avînd forțele rezultante și momentele rezultante egale în raport cu aoellași punct din spațiu, se numesc echivalente Astfel, reducerea sistemului de forțe la un sistem mai simplu se reduce la căutarea pentru sistemul de forțe dat, a celui mai simplu sistem echivalent în iacest paragraf s-au arătat patrii feluri de sisteme echivalente pentru sistemul arbitrar de forțe Dacă jdectuînd reducerea forțelor într-un punct oarecare O, vom găsi F= și Af^O, atunci sistemul de forțe se reduce la un cuplu Dacă efectuînd reducerea' într-un punct oarecare O , vom găsi F# și M ± F, aceasta va însemna că sistemul de forțe se i reduce la o rezultantă, deoarece în acest caz, reducînd sistemul I de forțe în raport cu un punct de pe axa central!ă,j vom obține /л= , și va rămîne o singură forță F care acționează de-a lungul axei centrale a sistemului In sfîrșit; dacă - efectuînd reducerea într-un punct oarecare O vom găsi că F= și Af=O, aceasta va însemna că nu există nici rezultantă, mici cuplu, nici dinam, adică sistemul de forțe este în echilibru; un astfel de sistem de forțe este numit uneori sistem echivalent cu zero Nu este greu de văzut că dacă sistemul de forțe va fi echivalent cu zero pentru un punct oarecare O, atunci el va avea această proprietate și pentru oricare alt punct din spațiu In adevăr, din construcțiile precedente urmează că rezultanta F nu depinde de punctul de reducere ales; de aceea, dacă pentru punctul O vom avea F— , atunci în orice alt punct din spațiu vom avea de asemenea F— Dar dacă ?= ', atunci sistemul de forțe ,se poate reduce la un cuplu al cărui moment M în raport cu toate punctele din spațiu este același; de aceea, dacă în punctul O vom avea M— , atunci vom avea W= și în toate celeilalte p'uncte din spațiu De aici rezultă că: Pentru echilibrul unui sistem arbitrar de forțe este necesar și suficient să avem i // II n Sistem arbitrar de forte X ' ; '•>' *;;•! > ' *-'z^ ' -?JTA'* § Metoda analitică de reducere a unui sistem jde forțe la cel mai simplu sistem Fie date forțele Fb Fz> Гз, prin proiecțiile lor pe axele coordonatelor Oxyz, egale respectiv cu (/Vi, Fi, ZJ, (Az , Y , Z ), (X , У , Z ), - , ș’i fie coordonatele punctelor de aplicație ale forțelor Av, A , A , eigate respectiv cu (Xi„ y\, zF), № , У , z ), (x , y , z ), Notînd proiecțiile rezultantei F prin (А', У, Z), iar proiecțiile momentului rezultant M prin (A X, My, Mz) și luînd originea coordonatelor ca punct de reducere, vom obține: Unghiurile • a, p, , ale rezultantei F cu axele de coordonate și modulul său se determină prin formulele ( ) și ( ), și "X ~ - • • ^ ’ * - ~*X- - -‘ anume: F=VAr +F +Z^; ■ — - - unghiurile a, b, c, ale momentului rezultant M cu axele de coordonate și modulul său se determină prin aceleași formule, și anume: * • • ' * • *** r - ** * * » ■• Z" a * *> * •• Mx , Mv Mz , - cos a cos , cose — -д^-, Pentru ca punctul O să fie situat pe axa centrală, trebuie să avem: cos a cos b cos c cos a cos p cos e * semnul plus corespunde cazului în care rezultanta și momentul rezultant au lacelași sens minus cazului în care sensul rezultantei și al momentului rezultant sînt contrarii înlocuind în egalitatea Metoda vectorială de reducere a unui sistem de forte precedentă cosinușii prin valorile lor date mai înainte, ajungem la următoarea condiție ca punctul O să se găsească pe axa centrală: Mx м Mz In general aceste egalități nu vor fi satisfăcute Dacă luăm ca punct de reducere nu punctul O ci un punct oarecare O', atunci după cum știm, rezultanta F- rămîne neschimbată, iar momentul rezultant prin trecerea la punctul O' ca punct de reducere se via schimba și ca modul și ca sens De aceea se poatje pune problema unei astfel de alegeri a punctului O', incit noul moment M' să coincidă cu momentul determinat mai sus m; pentru aceasta trebuie să avem: M'=m=pF, unde p este parametrul dinamului determinat mai sus Pentru a i găsi momentul rezultant M' în raport cu un punct oarecare O” din spațiu, ne vom servi de formula ( ); vom avea A=, •z n n n unde d-OO' De aici găsim - • Mf—M—d X ^Fn - - n sau M'=M-dXF; ( ) de fapt repetăm operațiile de care ne-iam mai servit pentru sistemele particulare de forțe Dacă punctul O' este luat astfel incit M' = tn, atunci din egalitatea m=pF vom obține: Din egalitatea ( ) se poate determina vectorul d în funcție de vectorii dați M și F; pentru aceasta vectorul M—pF trebuie să fie egal cu produsul dXF In § am văzut că o astfel de ecuație vectorială nu admite o soluție unică; dacă s-a determinat o soluție d a ecuației, atunci toți vectorii de forma d+f, unde f este un vector arbitrar paralel cu rezultanta F reprezint soluții I Q Sistem arbitrar de forje ale aceleiași ecuații vectoriale Este evident că locul geometric al punctelor O', cînd vectorul f variază, este o dreaptă și anume ■axa centrală a sistemului de forte Ca să trecem de la notațiile vectoriale la cele analitice, vom pune d=ix'+jy' + kz'-, atunci din formula ( - ) vom obține: I i Mx-\-J My -ț- к Mz— ~p(ÎX+JY+'kZ), -w я sau Mx-(y'R-z'Y)=pX, My — (z'X—x'Z)=pY, Mz-(x'Y-yfX)~pZ - Л Г ■ r / * r Eliminînd mărimea p, vom avea: Mx - (y'Z - z' Y) My - (z'X— x'Z) M -(x' Y - y'X) X = Y = Z ( ) Aceasta este ecuația analitică a axei centrale In adevăr, dacă vialorille X, Y, Z, Mx, My, Mz, care determină sistemul de forțe dat sînt cunoscute, avem două ecdații (, ) de gradul întîi cu trei coordonate curente (x', y ' } z'), care după cum se știe din geometria analitică în spațiu, reprezintă ecuațiile unei, drepte Nu este greu de găsit ecuația acestei drepte, sub forma canonică Pentru aceasia: să dăm, de exemplu, variabilei z' o valoare oarecare arbitrară z'=z'o; atunci, din cele două ecuații ( ) cu două necunoscute x' și y' vom putea deduce valorile lor; fie x'q și y'o aceste valori Astfel,, am găsit unui din punctele prin care trece axa centrală a sistemului de forțe Deoarece axa centrală trebuie să fie paralelă cu vectorul F, rezul|tă că coeficienții ei unghiulari trebuie să fie proporționali cu proiecțiile X Y, Z, adică ecuațiile axei centrale pot căpăta următoarea formă canonică: x'-x' /-y' z'-Z'G X Y ~ Z ' * • ■ * • , Din construcția vectorului rezultant F urmează că el nu-și schimbă modulul}, ori unde ar fi luat punctul de reducere și oricum ar fi axele de coordbnate ortogonale; de aceea vectorul F este un invariant (§ ) Pentru a evita rădăcina pătrată, vom • • •' • • • •• a “ * к к А analitică de reducere a unui sistem de forfe | lua drept invariant P=№+n+Z JS - ■ r- și care sînt aplicate în punctele A\, A , Аз> A^, cu coordonatele^: Z • ’ • e • * • • • «• * % Aj, , л A A A Xj = ' Хг — x = x = Уі = y ^ y = ~ y = ^ — z =l ■ Zș = Z'i = — rezultantei după formulele ( ) și vom Mai întîi vom calcula proiecțiile obține; Z =s * -h M, « * > Л * \ modulul f al rezultantei: * • I V ■ ț F«V »+ *+ «» V - , Obținem astfel Exemple cos p de aici găsim: M o Costnușii unghiurilor formate de rezultantă ou axele de coordonate vor fi *«a,C cu; a= ° ', ₽ = ° ', = ’ ', dar știm că axa centrală a sistemului formează aceleași unghiuri cu axele de coordonate Vom determina acum momentele forțelor în raport cu axele de coordonate și cu ajutorul formulelor ( ) Vom exprima proiecțiile momentului rezultant al sistemului pe axele deț coordonate "*iy ’ ‘ v Af y = • — • A )>= • — : M y = - • (- )- M^z — • — • Af =‘S« Л m sau pasul Pentru a cunoaște poziția axei centrale este necesar să se găsească coordonatele unui punct oarecare al axei, de exemplu, punctul de intersecție cu planul ,Ѵф*л-у ** — / * xr — — j> - — > ■ — x' sau x'+ y'= х'- / Resolvtad aceste ecuații, vom găsi coordonatele y', y' ale urmei axei centrale pe planul Oxy și anume: —* , , , j De aici vom aSrea ecuația axei centrale sub formă canonică — —- - w z Astfel, problema de reducere a sistemului de patru forte date este complet rezolvată ч Să descompunem forța F după șase direcții date în spațiu Fie (лі> ₽n ih (« > ? t Тг)> • • ♦ > ( б»₽б»Тб) unghiurile formate de direcțiile acestor dreple Ai» Д » * j * > Аб^си axele de coordonate și Fi, F , Fe forțele componente, ale căror mărimi trebuie determinate Este evident că sistemul format din șapte forțe Fi, F& F& Fi, Fș, F — F trebuie să fie în echilibru, adica trebuie să satisfacă ecuațiile ( ) Debarece avem: ” vom obține: mu S Fn C°s «n -Л I Exemple Ѵ'л (У’> C S T«-Zn C S ^)-(У ~гУ)=°> n лп-хп cos Țn)-(zX-xZ)=O, rt SF« (x«cos ^-yn cos нп)-(ху-Ух)= ' n Aceste șase ecuații de gradul I cu șase necunoscute Fu F& F^ Fi, F^ F* admit una și numai o singură soluție Problema este rezolvabilă de fiecare dată cînd sistemul de șase ecuații liniare, considerate, admite o singura soluție finită Din considerentele expuse la începutul paragrafului precedent reiese că numai în cazuri excepționale există o dreaptă D care întretaie cele șase suporturi Ді,Дг,**м До ale forțelor Fb F ,~ , Fb fără a intersecta și suportul Д al forței date F sau al forței —Л In adevăr, luăm rnceaeitul rezultant al întregului sistem de șapte forțe care se echilibrează Fi, F — F în raport cu axa D; acest moment trebuie să fie egal cu zenx Deoarece momentele primelor șase forțe în raport cu axa D sînt identic egale cu zero (§ ), ecuația de echilibru se reduce la egalarea cu zero a momentului în raport cu axa D a forței F, de unde urmează, că trebuie sâ avem în general F= , adică problema își pierde sensul Să se efectueze descompunerea arătată în problema precedentă, cînd primele trei forțe Fy F , F$ sînt situate în același plan, iar celelalte trei forțe Fi, F^ FG sînt concurente într-un punct A Cohorta din pumfei A perpendiculara pe planul primelor trei forțe; fie O punctul de intersecție al acestei perpendiculare bu planul forțelor Luăm punctul O ca ondine a sistemului ortogonal de coordonate, axele Ox și Oy le vom duce m planul primelor trei forțe, iar axa Oz trece prin punctul Л Atunci vom avea: Z = Z =Z = , Ț =y =Ț =y, z =z =z = , X -X =X = , y =J =y = , = = б = Л Ecuațiile din exemplul vor fi de for tt a: ' SUleiTi arbitrar de forțe »Ч|Й Ійдаі triwiwliwu i i • >' frw «*■ —r * - — ’ ’? ЧНГ Dtn ecuațiile; a (reia, a patra și n dlncca, vom determina pe F , și \\ șt apoi, din celelalte trei ucmițll rămase, vom determina necunoscutele Fx, Fsi Astfel, In acest caz problema de a rezolva șase ecuații cu șase necunoscute, s-a redus la rezolvarea succesivii a două sisteme de trei ecuații cu cile trei necunoscute Pentru rezolvarea problemul se mai poate propune încă șl următoarea metodă geometrică Vom nota prin B punctul de inter-secției al dreptelor Ді șl A$, prin Bi punctul de intersecție al dreptelor Д șl Дз, prin І punctul de intersecție al dreptelor Да șl Ді, unde Дл este suportul forțai F/r Ducem dreapta D prin punctul A șl punctul B și pentru scrierea ecuației de echilibru a celor șapte forte Fi, F , FG — F egalăm cu zero momentul rezultant al acestor forțe în raport cu dreapta D , Deoarece momentele tuturor forțelor în afară de forțele și — F în raport cu dreapta D$ sînt identic egale cu zero, din această ecuație vom determina pe F Notînd cu D dreapta cațe trece prin punctele A și B și cu Di dreapta care trece prin punctele A și B\f vom putea găsi exact prim același procedeu modulele F șl Fi, Pentru a găsi modulele forțelor Fț, F Fb, vom observa că ele trebuie să aibă o rezultantă care trece prin punctul A; prin urmare, forțele F\, F t F și — F trebuie să se reducă de asemenea la o rezultantă al cărui, suport trece prin punctul A, cele două rezultante avînd aceleași module și direcții și fiind de sens contrar De aceea, compunînd forțele —Fb —F , F și F vom obține rezultanta forțelor F , Fs, Fb, cunoscute ca direcție, dar necunoscute ca modul Astfel, problema se reduce la construirea unui paralelipiped cu diagonala și cu direcțiile muchiilor cunoscute, ceea ce, în general, este totdeauna posibil fire legate cu unul din capetele lor sistemului ortogonal de A A A A ; axa Ox o vom O placă dreptunghiulară de greutate P este suspendată de patru de capetele Ah A , A , A ale placid: celelalte capete sînt trecute prin patru scripeți și de ele sînt atîr-nate greutățile Pi, P , Рз și P*-Se cere ca acea placă Ai A A A să rămînă în echilibru și să fie orizontală Se cunoaște lungimea plăcii care este * egală cu a, lățimea, ; centrul de greutate al*> plăcii încărcare se află în punctul C din planul ei, firele sînt așezate în plane care conțin respectiv muchiile plăcii A A și A Ai, cele două fire din dreapta formează cu planul orizontal unghiurile a, iar cele din stînga, unghiurile ₽ (fig ) Alegem originea Oxyz în centrul dreptunghiului \ axa Oy paralel cu muchia A A și axa Oz perpendicular cu planul plăcii adică pe verticală în sus Fie (x, y) coordonatele punctului C, Este evident că proiecțiile tuturor forțelor pe a xa Ox sînt egale cu zero; proiecțiile tuturor forțelor p P cosa i P cos a, - Рл cos , —P COS r Exem p le iar proiecțiile tuturor foitelor pe axa Oz vor fi: Pi sin a, P sin«, ‘Pe șin p, T^sinp, — P • • " * • iltilizînd ecuațiile ( ) vom obține următorul sistem: {P\ * P^ cos ot—(P - P^) cos p= , (Pl+P ) s*n О Л'ІРз'ѴР ) ЗІП $-“P—Qf (Pi+P ) a sin « - (P +Pa) a sin ₽ - у P= , —(Pi —P ) b sin a+(P —P^ b sin p+xP= , (Pi—P ) b cos и+(Рз—Pi)b cos g = fi in aceste ecuații se pot separa două perechi de ectiații: ( ^i “ P’ ) cos a—(P " ^ ) cos p = , • (P -/ )sina -(/ -/i )sinp=iP, (Pi-P )cos a+(P -/J ) cos p= , (Pi - P ) sin a - (Ps—PA Sin p = P~ •care permit să se determine modulele forțelor Pi, P , P , Pt> în timp ce -ecuația a treiaydin cele cinci ecuații' inițiale de -echilibru va fi condiția de echilibrii'^^i^^:?TiiiSie“’ i™a " — >'r- Vom obține: P +P — Sin (a -P)’ cos a cos a sin (a - p) ' * * X COS g “ У sin (a -p)’ t șin(« -p) De aici găsim: COS X \ cos a b / sin (a - ₽) - - X \ COS a b / sin (oc+P) Introducînd valoarea găsită a sumelor P +P și P +P hi ecuația a treia vom avea: « * Ш ' * * > ♦ * * * * I •'** J ; * \\ Din această condiție de echilibru vedem că pentru $ avem și pentru oc P* capătă forme nedeterminate, ceea ce și trebuie să se întîmple conform exemplului din cap VIL trebuie să ™ valorile V CAPITOLUL XII CAZURI PARTICULARE § Determinarea forțelor interioare In acest capitol vom examina trei cazuri particulare de aplicare ia studiului despre? echilibru Vor arăta cum, se pot determina forțelfe interioare ce acționează într-un ^oilid căruia i se ăpllică forte exterioare datje care se echilibrează, cum se poate studia echilibrul unui sistem de solide și în sfîrșit cum șe poate folosi principiul lui Torricellî pentru studiul echilibrului sistemelor de corpuri grele Fie un solid oarecape căruia i se aplică forte exterioare sub acțiunea acestor forte date solidul este în echilibru Să secționăm solidul astfel încît acesta să fie împărțit în două părți / și II '(fig ) șl să examinăm în mod separat partea J Deoarece întregul solid se găsește în echilibru, tot în echilibru este și fiecare parte a lui, deci și partea I Asupra părții Z acționează forțe exterioare efectiv aplicate cunoscute, precum și torțele datorită acțiunii părții a //-a asupra părți/, care sînt necunoscute Din teoria generală Fig' a reducerii forțelor (§ ) reiese că forțele datorită acțiunii părții a /Z-а asupra părții / se pot înlocui printr-o singura forță F', aplicată într-un punct arbitrar O', pe care îl vom’ lua pe suprafața de separație л și un cuplu de moment M' Forțe’Je cu care acționează partea ai II-a asupra părții / se numesc forțe interioare; am văzut că aceste forțe interioare care acționează pe secțiunea £ pot fi în general reduse la forța rezultantă F' aplicată în punctul arbitrar O' al secțiunii £ Și la un cuplu de moment M' * Din fizică se știe că acțiunea este egală cu' reacțiunea; de acec-a acțiunea părții / asupra părții a//-a se reduce la rezultanta —F' și la cuplul de moment —M' Este evident că forțele date; presupunem că Determinarea forțelor interioare de unde avem: f ; de acțiune ale părții l asupra părții a //-a sînt de asemenea torțe interioare Determinarea rezultantei F' și a momentului M’ nu este grea Pentru aceasta să formăm ecuațiile de echilibru sub formă vectorială,' pentru partea I; luînd ca punct de reducere punctul O' vom obține: Fig care acționează asupra oricărei secțiuni i~YF -F- > >-YFn-}-F,=‘Q, M\ -f- M • • " Mu “ M' “ , % unde toți termeni afară de F' și M' se referă la forțele exterioare cunoscute, ce acționează asupra părții / Este evident că în formă analitică vom obține șase ecuații pentru determinarea celor trei proiecții X', Y', și Z' ale forței F’ și a celor trei proiecții Afx, My, Mz', ale momentului M’ Scriind aceleași ecuații pentru partea a Il-a care se găsește sub acțiunea; forțelor exterioare date și ate forțelor de acțiune ale părții I asupra părții a //-a, vom obține rezultanta și momentul acestor forțe interioare egale ca mă-rime și'direcție cu F' și ЛГ, dar de sens "contrar Astfel, putem determina totdeauna forțele inte- J rioare făcute în interiorul unui solid oarecare căruia i se aplică un sistem dat de forțele exterioare în echilibru De exemplu, fie un fir greu a cărui lungime este egală cu l, iar greutatea unității de lungime este egală cu p; firul este atîrnaț cu o extremitate de tavan, iiar la- cealaltă- extremitate susține o greutate P (fig ); să se găsească forțele interioare în orice secțiune a acestui fir Pentru aceasta ■ presupunem că firul este întins în poziția iul de echilibru Să luăm originea O a coordonatelor în punctul de fixare a firului de tavan și să ducem axa Oz de-a lungul firului; să găsim forțele interioare care acționează în secțiunea de coordonată г Să cercetăm echilibrul părții /, asupra căreia acționează forțe exterioare: greutatea P și greutatea p (l—(?) a părții I a firului și o forță interioară necunoscută de modul F‘ Proiectînd toate forțele pe axa Oz, obținem ecuația de echilibru â părții / sub forma: Examtmnd echilibrul părții a //-a tragem concluzia că asupra et acționează forțe exterioare: reacțiunea in punctul egală cu F+pl, greutatea pz a părții a Il-a a firului și forța interioară de modul dirijată acum în același sdns cu axa Oz; ecuația de ăchilibru a părții a //-ă va fi: ** * ** r * axele Ox și Oy și luînd momentele acestor forțe în raport cu punctul O, vom obține: • , ? cos a—/? cos a= / :/• Vedem că prima și a treia ecuație se transformă în identități și rămîne numai ecuația a doua care simplificată cu va căpă,ta forma: Să izolăm bara din dreapta de cea din stînga și să studiem numai echilibrul barei, din dreapta AB 'Pentru a menține bana AB în echilibru, trebui'e să aplicăm în punctul A forța cu care bara din stînga acționează asupra celei din dreapta Fie X și Y proiecțiile forței; după cum rezultă clar din fig , X trebuie să fie orientat spre stînga Astfel, asupra barei din dreapta acționează patru forțe cu modulele P, P, X, Y Scriind ecuațiile de echilibru, vom * avea: de ecuația precedentă Psin a—P= , vom Tinînd seamă > obține din ecuația a doua că Y— ; aceasta se poate deduce și direct datorită simetriei Mai’departe vom avea: Introducînd această valoare a lui X în ecuația a treia vom găsi: Pa cos a sin a aici, prin simplificare cu P, vom obține: * o и siir oc — —г >' Г Principiul lui Torricelli • * I • T J ’J >' /• al staticii stabilit de Lagrange, principiul deplasărilor virtuale Dacă sistemul este greu, este evident că el va fî în poziția de echilibru stabil, cînd centrul lui de greutate ocupă poziția cea mai joasă, astfel ca în cazul unei mici devieri din această poziție, centrul de greutate să se poată doar ridica Dacă în cazul unei mici devieri a sistemuJui, centrul de greutate nici nu se ridică, nici nu coboară, atunci în poziția'considerată sistemul este în echilibru indiferent, cum este de exemplu cazul unei sfere grele omogene, situată pe un plan orizontal In sfîrșit, dacă centrul de greutate ocupă poziția cea mai de sus, astfel că în cazul unei deplasări a sistemului din (aceasta poziție centrul! de greutate să coboare, atunci, deși corpul este în echilibru, poziția de echilibru considerată este nestabilă,, așa cum este, spre exemplu, poziția de echilibru a unui con circular drept, așezat vertical pe vîrf Notăm prin C coordonata pe verticală a centrului de greutate al sistemului Poziția echilibrului indiferent se caracterizează prin faptul că £ = const Poziția echilibrului stabil se caracterizează prin făptui că în această poziție £ va fi un minim, dacă axa verticală este orientată în sus; esle clar fcă în I cazul cînd axa verticală este orientată în jos, mărimea ? trebuie , șă fie maximă In cazul echilibrului nestabil, valorile lui C sînt inverse In aceasta constă principiul lui Torricelli ( — - ) Să presupunem că valoarea coordonatei iț depinde de un para- Mecanica teoretică, Ь I '"i ******** i§ ■ Cazuri particula гё • * жгС О ’ ’**Y $ * r Principiul lui Torricelli pălul В al barei al cărei centru C alunecă pe orizontala Ox și capătul A pe verticala Oy Notînd unghiul format de bara cu axa Ox prin a avem pentru coordonatele punctului В următoarele expresii: y= — DB=~ asina, x=OZ)= C” acosa De aici obținem: x ă * > • W » ’ « к • • * «g Ridicînd lia pătrat și adunînd vom avea: * ,У ' i ‘ COS a -Sin a fl ' fi • > barei trebuie să se rezeme pei o elipsă cu ' • к adică capătul semiaxele a Pentru a la exemplul studiat în § Deoarece centrul de greutate al barei AB (fig ) se află în punctul C, iiar centrul, de greutate al barei identice ЛВі se află în punctul Cf, atunci centrul'de greutate al sistemului se află în punctul Oi care este mijlocul segmentului CCi Să găsim coordonată C = OOi Avem: AOiC obținem: AOi = /cosa iar din /Д AOD obținem: AO=~; sm a și a lămuri mai bine acest principiu îl vom aplica și АО, —АО dar d,in prin urmare, i f a C~ — l COS ОС H’ - ■ ~ sin a / * * - • • "л ' » ***” ^ Vedem că în problema examinată avem:- /(a)=-/cosa+^ Ecuația de echilibru * ia forma a cos a sin a de unde găsim: ■ ’ ’* "* k' * * »*►/ * W ♦ '”•/ ІІ > » '* ’ ? CAPITOLUL XIII • • • POLIGON FUNICULAR ‘ ” Л ' ч ’ * > l * ~ J ч • k ’ i ( • ' £ I / ; ' • ! e •> И- Г > * • ! •" ' * *т* ' • j • A *’** **’ * * %t *•* • VX • •*• • * I J i Astfel, vom obține linia poligonală ABCDEF, ale cărei laturi le vom nota la fel cu razele paralele cu ele Această linie poligonală (a, , , , ы) o vom numi poligon funicular, poligon articulai sau Poligon funicular - ■ ° - U*M^ i,»-^a-*m ***-***« poligonul lui Varignon Atragem atenția asupra următoarei legături dintre ambele desene reprezentate în fig* Laturile ambelor figuri sînt respectiv paralele Fiecărui triunghi din prima figură îi corespund trei drepte care se întretaie întir-im punct din cealaltă figură și invers în adevăr, să examinăm, de exemplu, triunghiul format de dreptele , a,, i din pdigonul forțelor în dreptele corespunzătoare se întretaie în în adevăr, să examinăm, de exemplu, din poligonul forțelor în poligonul funicular, dreptele corespunzătoare se întretaie în punctul B Triunghiului format de poligonul funicular, de dreapta și prelungirile segmentelor și , îi corespund în poligonul forțelor dreptele , și , care se întretaie în punctul b O asemenea- corespondență a două figuri se numește reciprocă, iar figurile se numesc și ele reciproce Folosindu-ne de construcția razelor în poligonul forțelor, forța se poate descompune în două forțe a și , paralele și egale cu aceste raze Forța, a este dirijată în- Fig- spre, punctul O, forța dinspre punctul O Mutînd forțele , a și în punctul / ,vom vedea că de fiapt am efectuat în acest fel descompunerea forței în două forțe, paralele cu razele a și , după legea paralelogramului (fig ) și nu este de loc nevoie să desenăm acest paralelogram, deoarece forțele necunoscute a și ne sînt date direct pe desen în poligonul forțelor Tot astfel forța poate fi descompusă în două forțe și , dintre care prima este dirijată înspre punctul O, iar a doua este dirijată dinspre punctul O Mutînd aceste forțe în poligonul funicular, vedem că de-a lungul laturii sale se vor așeza două forțe egale cu raza dar dirijate în sens opus Continuând această construcție, vom găsi că sistemul de forțe date , , , , se poate înlocui cu forțe care merg de-a lungul laturilor poligonului funicular De-a lungul fiecărei laturi intermediare , , , GTQ rupă două cile două altfel Șă considerăm forțeleforfete rezultantă egală vectorul ОЮ și forțele ' și au o rezu -iantă eonH cu vectorul ' Din poligonul funicular vedem ca rezultanta forțelor «' și a trebuie să treacă Prin P;’notuI °r J ? concurență A, iar rezultanta forțelor și / trebuie sa treaca prin pune tuli lor de concurență L Deoarece rezultantele smt egale respectiv cu vectorii O'O și ’, rezultă ca prin punctele A și L trec două forțe egale ca mărime, paralele și de sens opus Aceste forțe pot forma fie un cuplu, fie se echilibrează; în ultimul caz ele trebuie să fie situate de-a lungul dreptei AL și prin urmare drfeaptâ Fig AL trebuie să fie paralelă cu dreapta ' Aici are loc ultimul caz, deoarece sistemul de forțe considerat este în echilibru Pre-supunînd că în lungul lui CC și CC acționează forțe egale în modul cu forța , ne vom convinge în același mod că ’dreaptaLM este paralelă cu dreapta ’ etc Prin urmare, dreapta ALMN este o dreaptă paralelă cu dreapta ’ și teoremla este demonstrată " - ’ « Să aplicăm această teoremă la următoarea problemă: Se dau dcuă -forțe și - să se construiască pentru ele poligonul funicular, care trece prin trei puncte date А, В, C, (fig ) Vom duce arbitrar prin punctul A latura a a poligonului funicular pînă la intersecția ei cu forța ; ducem mai departe prin acest punct și prin punctul В latura Aceste două laturi vor determina direcțiile razelor a și din poligonul forț^lop și totodată polul y Unind punctul c cu pun'ctuli O vom obține razia w; ducînd latura ы în poligonul funicular, vom găsi în general că ea nu va trece prin ial treilea punct dat C Prin urmare* poligonul funicular («, , ы) nu este soluția problemei și este necesar să a P ^ («’» ' r ' • ** ' tf лк ■«• * # C&DDi eu tnăWlile // ’ Hi’ M’ *” ' corespunde triunghiurile ^S€ll^ea sgfflănarea acestor triunghiuri cOd cu ’îuățimile ftu lu‘ D J asC /ІВ //i л -г- -г BB B •ÎL' ?* ) rezultă; sau B Ci £«£ = h b c h* -тот/г( )=’Аві * ^гі ' Vedem că prin construcția de mai sus am transformat brațele (/„ H„ H„ tn hu h, fe, schirnbînd respectac«₽£** Л ’ ' care reprezintă tortele tn segmentele ABt B C, ?' c "‘J In cazul unei poziții arbitrare a forte-M, o astfe de trans or mare nu aduce nici un fel de avantaj substanțial; dar nu acela lucru se va întîmpla dacă forțele diate sînt paralele Atunci toate dreptele care trec prin punctul / Momentul forței va fi pozitiv și se va reprezenta prin segmentul A B dirijat de jos în sus; momentul forțelor și vor fi negative și se vor reprezenta prin segmentele B^C și C D ■ Momentul rezultant al sistemului cellor trei forțe se va reprezenta prin segmentul A D , dirijat în jos și, prin urmare, va fi negativ Să găsim, mai departe,"momentul forțelor în raport cu punctul / • * * • - z “ • ‘ , ^ Metoda expusă de reprezentarea (grafică a momentelor poate fi aplicată pentru calculul grafic al sumelor de la numărătorii formulelor ( ),; pentru cazul figurilor plane Fie dată figura plană, a cărei arie, este egală cu a, și o axă oarecare A, situată in planul acestei figuri plane Să examinăm expresia unde Да este elementul de suprafață al figurii plane considerate; ^оІпГ аяхл л CAnlfrul( de g^utateal acestui element л/ |irHarime se numește momentul static al suprafeței figurii plane date axă dată Este evident că dscă •axa Oy sau Ox, vom obține: ' к I f Reprezentarea grafică a momentelor adică vom ajunge la sumele din formulele ( ) Impărțim figura plană considerată, prin drepte paralele cu іаха Д, In suprafețe ce pot fi asimilate cu trapeze atunci cind distanțele dintre dreptele de secționare sînt mici; cele două suprafețe de la capete pot fi asimilate cu triunghiuri (fig ) Conform indicațiilor § , putem tgăsi poziția centrelor de greutate ale fîșiilor în care și fie cu a'jutobul proprietăților cunos s-a împărțit figura plană, și fie cu a'jutoriil proprietăților cunoscute din geometria elementară, fie direct pe desen, cu ajutorul unui planimelru, pUtem determina ariile Да , Да,, Да, acestor fîșii Să reprezentăm aceste suprafețe Да Да, Да Prin, vectorii , aplicați în centrele de greutate ale acestor suprafețe și paraleli cu axa Д, modulii acestor vectori l'M Proporționali ep ariile д,а, V?* ’ i' î * ’ ' А • V £ т ’ I P* • P r ” 'Л^ > / ъ Л cafculi il sumei ЖЩШОШШ ІВ !й|Ж р^с” problema а fost rezoilviala giaric, / • Ъ ‘ Л • - Z -r f • • ' ~ ? > ■ j J * ** •• * “Л > Determinarea grafică a momentului de inerție mărul dreptelor de diviziune al figurii plane va crește la infinit, atunci poligonul funicular via tinde către o curbă (C), iar direcțiile laturilor sale a și w către tangentele în capetele curbei (C), după cum se arată in fig Aceste tangente vor tăia pe axa A, segmentul Aifîi iar limita căutată ai sume(i va fi: lim£//Aa= fțHda=AxB\ • ha Am văzut că mărimile h- și a se pot lua (arbitrar, dar sigur că lungimea segmentului A{B\ depinde de ele Vom lua mărimile h și a astfel ca să avem ha=a; în acest caz vom avea: w * • ** * ' * t C T* - * »у • • x * § Determinarea grafică a momentului de inerție al unei și o axă oarecare A situată în planul acestei figuri Vom figuri plane Fie dată o figură plană a cărei suprafață este egală cu a, și o axă oarecare A situată în introduce următoarea definiție: • Se numește moment de inerție al unei figuri plane in raport cu o axă situată în planul ei, limita sumei produselor elementelor de suprafață ale acestei figuri cu pătratele distanțelor- de la centrele lor de greutate pînă la axa considerată Prin urmare, introducînd pentru momentul de inerție în raport cu axa A notatia A, avem: /д= іш ^// Да=JJ H d В • ha, H ^£> ~BC • har CD * ha,,, , A W * Л t/f “ ♦ • • А Ч Ж « * W • * * •• • • ' w % д - * -x» **- * • *• ț ' •* 'Z * rw ** ✓* Din fig șe vede că avem *аІг к- л«Г;* ' >S*’’S> ’ • ' • * - > Л • e • ' • ' ' Fig fie situai pe această axă "Huri separate, ale căror cunoscute, aș a cum, tn fig Dacă Să admitem ca putem diviza figura in centre de greutate și greutăți ne sînt de exemplu, se întîmplă în cazul tenrezenh Hgma plana esle omogenă, alunei greutățile Э Aplicații ale metodelor grafice în statică sînt proporționale cu ariile și este suficient să se măsoare aria fiecărei porțiuni, de exemplu, cu ajutorul pbanim'etrullui, pentru a se construi vectori proporționalii cu greutatea Pentru obținerea rezultantei sistemului de forțe, construim poligonul forțelor și poligonul funicullar Laturile extreme a și ■«> ale poligonului funicular se intersectează în punctul C Ducînd dreapta CC', para- ale poligonului funicular l axă de simetrie, gura considerată • ’ • Fig * • dy d x q dy ~ h* ■ ' ' J v • ’W • * • • «Г л X • Integrînd, vom obține prima derivată: > s’a • * * * * L * ' r - c- " * * "• — * * » • A ® w a * * I \ * % • в •> a • a| * ' • a • л ' - a a a A « - ~ Л * a^k> * A A • e * * • ' ® ** e a ® *" l a unde Ci este o constantă arbitrară Pentru determinarea ei observăm că în cazul cînd z/ = , tangenta Га curba trebuie să fie așa / TC ig, adică trebuie să avem:a=y și = ct a=cte (- -^= cum am presupus’axa ■ ’ : ;zL ? - - s i dx ГУ ■■ ■A, ,* ■-/ v ' Z ' ’ { ■ • Prcsupunînd în egalitatea anterioară că z/ = vom găsi că Ci= ; prin urmare, vom avea: Лс С У— , atunci grinda cu zăbrele nu va fi rigidă și nu va putea fi utilizată în construcții Dacă > N—- , atunci grinda cu zăbrele are bare suplimentare Astfel de grinzi se folosesc în practică, dar calculul eforturilor în bare la asemenea grinzi duce’ la o problemă static nedeterminată care poate fi rezolvată numai cu ajutorul rezistenței materialelor Pentru ca un sistem plian de forțe să fie în echilibru, trebuie să fie satisfăcute trei ecuații de echilibru '(§ ) de aceea reazemele grinzii cu zăbrele trebuie să fie astfel 'alese încît re acțiunile lor să se reducă la cel mult trei necunoscute Mai departe, fiecare nod al! grinzii trebuie să fie de asemenea, în echilibru Deoarece în nod acționează forțe concurente, numărul! ecuațiilor de echilibru al nodului va fi egal’ cu două; prin игщаге, pentru toate nodurile, numărul ecuațiilor va fi egal cu /V Din combinarea acestor eduații vor rezulta trei ecuații de echilibru a întregii grinzi cu zăbrele, pe care noi lie folosim pentru deteWni-niarea reacțiunilor din reazime Celeilalte N— ecuații independente, servesc la determinarea forțelor interioare a eforturilor în bare Astfel, pentru ca grinda să fie static determinată, numărul barelor T trebuie să fie egal cu N— ; adică grinda rigidă fără bare suplimentare este în același timp static determinată Totalitatea barelor care limitează grinda în sus, formează talpa superioară, iar cele care o limitează în jos, formează talpa inferioară, partea tălpii dintre două noduri vecine se numește panou-, barele dintre tălpile grinzii se numesc bare intSme-diare, montanți, contrafișe, diagonale etc A efectua calculul grinzii înseamnă a determina atît reacțiu-mle reazemelor, cîtși eforturile în toate barele grinzii cu zăbrele, Metoda lui Rilt^r o E '• sub acțiunea forțelor date Din toate metodele existente, ne voim opri numai la următoarele trei § Metoda lui Ritter Metoda lui Ritter se aplica grinzilor cu zăbrele Pa care o secțiune transversală ce separă grinda un două părți, intersectează cel mult, trei bare ale căror eforturi nu sînt cunoscute Să examinăm, de exemplu, grinda reprezentată în fig , în ale cărei noduri sînt aplicate forțele și Con-•struind, poligonul forțelor, cu distanța polară h și poligonul funî-cular, determinăm mai întîi alșia cum s-a arătat mai înainte (§ ) reacțiunile și Ducem o secțiune transversală care intersectează barele a, b, și c Eforturile în aceste bare le vom nota cu aceleași litere a, b și c Forțele a, b și c sînt acele forțe cu ciare partea dreaptă a 'grinzii acționează asupra părții din stingă Este evident că partea d'în stînga a grinzii cu zăbrele trebuie să se găsească în echilibru, sub acțiunea a cinci forțe: , -, a, b, c Deoarece direcțiile forțelor a, b, c sînt cunoscute —■ ele coincid cu direcțiile barelor-respective — atunci din cele trei ecuații de echilibru a’Je sistemului plan de cinci forțe ( , , a, b, c), vom putea determina cele trei forțe necunoscute a, b, c prin una din metodele arătate în § Desigur că este preferabil să formăm ecuațiile astfel încît în fiecare dintre ele să intre numai cîte una din forțele necunoscute a, b, c; aceasta se poate realiza folosin-du-ne de indicațiile date în observația din § Presupunem, de exemplu, că vrem să determinăm forța c Pentru aceasta egaiăm cu zero momentul rezultant al celor cinci forțe ( , , a, b, c) în raport ou punctul de intersecție I al barelor a și b Este evident că momentele forțelor a și b vor fi în acest caz identic egale cu zero și vom obține o ecuație cu o singură forță necunoscută, forța c Dacă am vrea să găsim forța a, ar trebui să egalăm cu zero momentuli rezultant al forțelor , , a, b, c în raport cu punctul // c i elor b și c, de aici vom obține o ecuație pentru determinarea forței necunoscute a Dacă barede a și c nu ar fi paratele, atunci, egalînd cu zero momentul forțelor în raport cu punctul de intersecție al barelor a și c, am fi obținut o ecuație pentru determinarea forței necunoscute b In cazul cînd barele G și c sînt paralele așa cum este cazul din fig ', acest procedeu de determinare a forței b nu este aplicabil, deoarece punctul > de intersecție al barelor a și c este situat la infinit Totuși, determinarea forței b nu întîmpină nici un fel de dificultate; o vom Grinzi cu zăbrele V * • •• ” ’ • • f • r obține, de exemplul, egalînd cu zero suma proiecțiilor forțelor , , â, , c, pe direcția perpendiculară pe barele a și c Aplicarea rezultatelor care ne sînt cunoscute din statica grafică, ne permite să simplificăm și mai mult problema Momentul forțelor și în raport cu punctul / este un moment încovoietor; ștjim că el este egal cu produsul segmentului mn, situat în interiorul poligonului funicular, cu distanța polară h și este în cazul consî- derat negativ (§ ) Dacă vom neta înălțimea grinzii prin H , atunci momentul forței c trebuie să fie pozitiv și va fi eigal 'cu + Hc De aceea ecuația de echilibru căutată via căpăta forma: ^+Hc — mn • h= , sau c=nm V ГІ — \ ■ " ■ ■ ' ■ ■ • ■ forța c trebuie să fie dirijată de la secțiunea c către forța , adică efortul c este de întindere; Prin acest procedeu vom putea determina efortul în toate barele grinzii cu zăbrele § Metoda lui Culhian Această metodă este aplicabilă, ca și cea precedentă, la 'grinzile în care secțiunea a taie numai trei bare cu eforturi necunoscute Fie dată grinda din fig ; în nodurile ei sînt aplicate forțele ]' și Construind poligonul for-țelor și poligonul funiculiar, vom determina pe cale obișnuită Metoda lui Culman reacțiunii^ * M -V o IKm* § Metoda Cremona-Maxwell Spre deosebire de cele două metode precedente, această metodă ne permite să reprezentăm într-un tablou, eforturile din toate barele grinzii Teoria ei bazată pe studiul figurilor reciproce, a fost elaborată de către fizicianul Maxwell ( саге •> imnariie in două părți egale, deci laiurne j ș > »«« perpendiculare Aceeași demonstrație este valabilă pentru cele-illtl I “rwlil de laturi Astfel, a doua condiție este de asemenea satisfăcută Să trecem în sfîrșit la cea de-a treia condiție Laturile A , formează ut; iriuinghiț laturile /, J sînt concurente într-un punct Laturile /, , sînt concurente intr-un pune , laturile ' ' formeiază un triunighi etc Prin urmare, a treia condiție este și ea satisfăcută și figurile sînt reciproce Observam t cxagoane pot ca proiecției pe planul cores- де > Fig x fi considerate i două tetraedre, iar muchiilor unui tetnaedrii îi că ambele desenului a pund vîrfurile celuilalt, și Invers, dacă prin muchii corespondente vom considera acelea care sînt perpendiculare una pe alta In construcțiile ce urmează vom numi laturi ale figurilor dreptele care reprezintă barele grinzii cu zăbrelle, suporturile forțelor date, cum și reacțiunile din reazeme Vo'm înota aceste laturi prin cifre; aceleași cifre vor servi și pentru reprezentarea forțelor care acționează de-a lungul acestor laturi Să examinăm caz'ul unei grinzi triunghiu Ilare în ale cărei vîrfnri sînt aplicate forțele , , (fig ) Barele grinzii fe vom nota prin cifrele /, , In primul rînd forțele date , , trebuie să fie in echilibru; pentru aceasta ele trebuie să fie con-F Metoda Creinопа ■ Max we curente si poligonul forțelor , , trebuie să fie/închis, adică să fie un triunghi Acest triunghi este construit în fig (/)• Prelungind suporturile forțelor , , pînă la punctul lor de concurența, putem considera figura Obținută ca proiecția pe planul desenului a unui tetnacdru, avînd muchiile laterale , , și baza formata de laturile /,â,&Dacă toată grindasegăsdște în echilibru, atunci fiecare nod al ei trebuie să fie în echilibru Să examinăm, de exemplu, nodul în care se îrftîlnesc laturile , , El trebuie să fie în echilibru sub acțiunea forței date și efoiturilor din barele și Aceste trei forțe trebuie să formeze un triunghi reprezentat în fig j(/ ), iar construirea acestui triunghi este elementară, deoarece ni se dă o latură și direcțiile celorlalte două laturi și /; de aici determinăm mărimea iorțe’ ’or și , iar sensul lor se stabilește prm sensul dat al forței in acest triunghi Mutînd forțele și in nod, tragem concluzia că barele și trebuie să fie întinse Nodul în care se întîlnesc lațurile /, , trebuie să fie de asemenea în echilibru; prin urmare, forțele , trfebuie să formeze triunghiul) reprezentat în fig (///) Sensul forțelor șr se determină prin sensul dat al forței Mutînd forțele și ■ în nod, concludem că barele și trebuie să fie ambele întinse , Observăm că forța am întîlnît-o de două ori; în triunghiul II j și în triunghiul III-, ea are în aceste triunghiuri, sensuri opuse ■ Aceasta este evident, deoarece bana întinsă acționează asupra celor două noduri pe care le unește cu forțe egalei ca mărime și direcție, dar opuse ca sens Trecînd îa nodul format de laturile , , , vom construi triunghiul IV, din care vom putea determina forțele și Această construcție este de prisos, deoarece torțele și au fost^ deduse deja din triunghiurile III și II Desigur, forțele și în triunghiul IV vor fi de sens contrar cu forțele și din triunghiurile II și I \J Vom observa că în construcția triunghiurilor II, IIJ și IV, forțele date, , , s-iau întîlnit cîte o singură dată, iar eforturile îm barele , , j ^Mai departe, trebuie construit poligonul forțelor dale și al reacțiunilcr și să notăm vîrfurile lui cu litere, așa cum s-a arătat inai sus, parcurgînd figura într-un anumit sens, de exemplu, în sensul acelor unui ceasornic Dacă vom parcurge figura reprezentată pe desenul din stînga al fig , în sensul! acelor unui ceasornic, atunci după reacțiunea vom întîlnl reacțiunea , și apoi forța Vom construi din aceste forțe un triunghi Pentru a nota cu litere vîrfurile lui, vom observa că liaturite și mărginesc fața E\ de aceea, în figura* reciprocă punctul de intersecție al laturilor și trebuie'să fie notat prin E In figura dață, laturile și mărginesc fața A; de aceea, în figura reciprocă, punctul de intersecție al laturilor J și trebuie să fie notat prin A în sfîrșit, și mărginesc fa'ța F; de aceea în figura reciprocă, ultimul vîrf al triunghiului se va nota cu F Trecem apoi la acel nod al grinzii, unde se întllnesc cel mult două bare cu eforturi necunoscute Vom lua, de exlemplu, nodul format de laturile , , In figura reciprocă, aceste trei laturț trebuie să formeze un triunghi O latură {a acestui triunghi și anume latura este cunoscută; ne sînt cunoscute și direcțiile celorlalte două laturi; deci construirea triunghiului este posibillă Pentru a ști oare latură va trece prin punctul A, și care prin F, vom observa că latura mărginește fața A și latura concomitent fețele F și B Prin urmare, prin punctul A va trece latura prin F va trece latura Celălalt capă t al laturii trebuie să fie notat prin litera B In adevăr, fața В este mărginită de laturile și ; prm urmare în figura reciprocă, punctul de intersecție al latu-or, z Л’л' пГ^иі® f'e n ^a*- Prin Astfel, s-a construit triunghiul ATB m figura reciprocii și s-a obținut un nou vîrf B vom porni de la el Fața В este mărginită de laturile , , și ; prin urmare, in figura reciprocă, prin punctul В trebuie să treacă ș a ura v De aceea vom duce prin В p dreaptă paralelă cu bara Grinzi cu zăbrele a grinzii Dar latura mărginește pe lîrllgă fața В și fața ;C;: de aceea pe figura reciprocă, latura trebuie să treacă de asemej-nea și prin vîrful C; adică al doilea capăt al laturii trebuie să fie notat cu litera C Pentru determinarea acestui punct C vom observa că fața C este mărginită și de latura oare este totodată și o latură a poligonului F In figura reciprocă, latura trebuie să treacă prin F și C Punctul F îl avem; prin urmare, ducînd în diagrama reciprocă prin punctul F o dreaptă paralelă cu bara a grinzii, la intersecția cu latura , vom găsi punctul C Mai departe, exact prin același procedeu, vom determina pe Ilatura Fig un nou punct D, și apoi vom ajunge la punctul E Precum se л construcția se execută într-o anumită ordine circulară Astfel pornind de la primul vîrf luat în poligonul forțelor /în-exemplul dat de la vîrful Л), am construit celelalte poligoane ale forțelor, parcurgtnd grinda Intr-un anumit sens Diagrama reciprocă obținută, reprezintă astfel, proiecția unei piramide pe planul desenului, cu vîrful E și cu bazta ABCEE ІшЮмЙІ^[°гіиГІІ Г în, tMte •** Krinzii ne sî"‘ date prin ‘aIeasa Pentru reprezentarea forței date Rămîne să unbnod§a Ser‘Sr pforturi, r’ Pentru aceasta/începem de un nod al grinzii, la care este aplicată o forță cunoscută, se la de л * V , М е t od а С ren оп а - М а х wel I - - — *- я exemplu fort® Л Din triunghiul AFB deducem ca forța are sensul de la /• spre В iar forța de la В spre A, adică bara împinge nodul și este deci comprimată, iar bara trage de nod fiind deci întinsă Pentru determinarea sensului forțelor și ț vom apela la nodul unde se întîlnesc barele , , Deoarece bara apasă asupra nodu’Jui considerat cu o forță, egallă și opusă presiunii ei pe primul nod, rezultă că modificind in triunghiul BCF sensul forței , adică de la В spre F, vom determina sensul forței de la F spre C, și a forței de la C spre B Prin urmare, bara va fi comprimată, iar bara întinsă Schimbînd sensul forței în triunghiul CFD, adică în sensul de la C spre F, vom obține sensul' forței de la F spre D și a forței de ba D spre C, adică bara impune precizări § Ecuațiile mișcării și traiectoria unui punct Vom considera un punct'oarecare fix din spațiu O și vom lua sistemul fix de axe coordonate Oxyz, cu originea în acest punct Fie A un punct mobil care descriez în mișcarea sa o curbă oarecare (C); această curbă (C) se numește traiectoria punctului în funcție de forma curbei (C), mișcarea punctului va putea fi: rectilinie sau curbilinie Unim punctul fix O cu punctul mobil' A prin vectorul de poziție r — OÂ; este evident că prin mișcarea punctului A , vec; torul de poziție r Îșî va schimba în fiecare moment, în general, atît modulul său cîf și direcția sa Variația direcției vectorului de poziție r—OA via fi cunoscută dacă vom cunoaște modul cum variază unghiurile formate de vectorul de poziție r cu axele Oxyz Prin urmare adică: vectorul! de poziție r este funcție de timpul Г, ( ) r-fto Egalitatea (IUI) se numește ecuația vectorială a mișcării punctu-luL Introducem vectorii unitarii z, j și k; atunci r=ix+Jy+kz ■ Ж) - îfx (t) +jf (t)+kf (t) lbțineUC "d aCeSte expresii ale lui r î ( în ecuația ( ) vum W>(/) ) ( ) " J O V f f \ ЕЙ ,Л І₽ГІП J*?"*’ “ rtmtoe lot timpul iu același Йіі Ъг ( К, ) dre|>l Pla" ta locul in același ( ) Ecuațiile ( ) și ( ) se numesc ecuații scalare ale mișcării punctului; dînd timpului t diferite valori, vom obține valorile corespunzătoare ale coordona l eilor punctului mobil și astfel vom putea cunoaște in orice moment poziția punctului mobil și cu aceste puncte să construim traiectoria lui (C) De aici se vede ca ecuațiile ( ) și ( ) se pot considera ca ecuații parametrice ale traiectoriei (C) a punctului A, iar parametrul este reprezentat prin timpul t Pentru a obține ecuațiile traiectoriei în forma analitică obișnuita, este suficient sd eliminăm timpul t din ecuațiile ( ), sau din ecuațiile ( ) Observăm, că traiectoria punctului și curba pe care se mișcă punctul, pot să difere între iele Astfel, dacă punctul descrie o singură dată un cerc sau o porțiune de cerc; in acest caz traiectoria punctului și curba de mișcare a punctului, coincid între ele în caz că punctul descrie lace’Jași cerc de miai multe ori, cercul este curba de mișcare a punctului, iar traiectoria punctului va ii același cerc, însă repetat de mai multe ori Să examinăm cîteva exemple Fție mișcarea; unui punct de-a lungul unei drepte pe care o vom luia drept axă absciselor Ox, dată prin ecuația: x=o sin (£/-H), ( - ) în care â, k și t sînt constante Mișcarea determinată prin ecuația ( ) se numește mișcare oscilatorie armonică Deoarece sinusul variază de la — pînă la + , abscisa x a punctului variază în limitele —a • \ > ч Ь ? • * J / " - Л * ’• • : • ' ѵд - V’ / • • a « ■ a ) Aceasta este ecuația unei curbe de gradul doi care nu are puncte la infinit, adică o elipsă Qînd a\b —a bi—t} avem: t adica b^ k-^ci-i, b — к^а?, și vom obține: y=b} sin kt-\-b coskt'=ki (ax sinkt+a coskf)=kiXt adică traiectoria punctului este dreapta у=кіх , Să examinăm atum mișcarea unui punct în spațiu Fie dată mișcarea unui punct, prin ecuația vectorială: ’ I V ’ • T * r * T »’• * I ( *' r n v ж i j' \ h (ib ) Ecuațiile mișcării și traiectoria urnii punct — — • - -»-~T-■■-— -■* —-■ * ■ e ^- mu iii — — Introducînd vectorii unitari i, j, k, avem: rc=ix-\-jy-}-kz, k} este ianalog cu semiplanul primului meridian, Coordonatele ortogonale ale punctului Л vor fi: ■ * • * ' • ■ • - • - ■ • Deoarece OB = OA cos© =r cos Ѳ obținem • • ” • * ч OC= OB cos cp = r cos Ѳ cos cp / ’ - S • ч " J - ' = OB sin cp = г cos Ѳ sin u ajutorul formulelor ( ca г"м ° rJat,"’ ■n coordonate polare (г, Ѳ, ,JgDi„ Гогаи^’(“, )" av'S"™ X - -^ =w/ CO ) хг+у + г -г De acee kt sau ( ) R +h ~Ă>, k t R +h ^, Ecuațiile mișcării și traiectoria unui punct ( Л ) De exemp'Ju, din ecuațiile ( ) obținem: x +y =/? , x +y +z -R +h ^ Vedem că transformarea ecuațiilor de mișcare ( b) în coordonate polare nu prezintă nici un avantaj în aceskcaz Dacă traiectoria punctului egte cunoscută, vom cunoaște caracterul mișcării punctului^ dacă vom cunoaște lungimea arcului de curbă parcurs de punct în funcție de timpul t Și anume, fie s lungimea arcului parcurs de punct pe traiectoria lui, măsurată de Ita un purfct oarecare fix al traiectoriei; este evident că puterrt determina mișcarea punctului pe traiectoria lui prin relația s=/( ( ) Formula ( ) poate fi reprezentată grafic, măsurînd timpul pe axa absciselor, iar spațiul s pe axa Ordonatelor sau invers Astfel de grafice se folosesc în transporturi Fie punctul O un punct fix în spațiu; Ibăm purictul O ca origine a unui sistem de referință absolută Fie punctul A determinat prin vectorul de poziție рл = OA; deoarece punctul A este mobil, vectorul de poziție рл este in funcție de timpul t Luăm punctul A ca originea uriui al doilea sistem de referință mobil, ale cărui axe, în timpul deplasării sale, rănim paralele cu axele sistemului fix Să considerăm și punctul C determinat de vectorul de poziție rt—AC, unde vectorul r este funcție de timpul t Notînd vectorul de poziție ОС prinp , avem: Viteza unui punct Deoarece axele sistemului fix și mobil sînt paraleje între ele, unghiurile formate de vectorul de poziție r cu axele mobile de coordonate vor fi respectiv egale cu unghiurile formate de vectorul r cu axele de coordonate fixe Dacă, lăsînd în relația ( ) vectorul r constant ca mod'ul si direcție, vom varia numai vectorul Рд, punctul C va avea <> mișcare identică cu mișcarea punctului A, iar traiectoria punctului C se obține din traiectoria punctului A, prin deplasarea acesț-teia din urmă cu distanța r ca și cum ar fi o curbă rigidă Vefdem că în acest caz mișcarea sistemului mobil de axe de coordonate care are originea în punctul A', mută sau transportă punctul C fixat de axele mobile de coordonate Această mișcare a punctului C se numește mișcare de transport Dacă însă vectorul рд va fi constant și va varia vectorul r, atunci axele de coordonate mobile paralele la axele fixe cu originea în punctul O, vor deveni și ele fixe și punctul C se va mișca în raport cu aceste axe de coordonate Această mișcare a punctului C se numește' mișcare relativă Dacă ambele mărimi рд și r vor varia, atunci conform relației ( ) punctul C va lua parte concomitent la ambele mișcări, cea de transport și cea relativă; mișcarejaș punctului C obținută prin aceasta se numește mișcarea complexă sau compusă Ambele mișcări, de transport și relativă se numesc mișcări com- A Fig ponente Operația de obținere a mișcării compuse pe baza mișcărilor componente, se numește compunerea mișcărilor -§ Derivata unui vector în raport cu un scalar Fie dat чмкН- * CăfUi direcție modul depinde de un parametru ^dependentă ? funcție vectorială de variabila hti ѵ₽\пГе?~иПеіТ\? Р!Шги ° val^re oarecare / a parametru-oarea /-илЛяСаР \ >’ iiar P^tru va- n Odulu "чі ■ r r Vectotiul cwsi« ÎȘÎ va schimba modulul și direcția sa, capatînd valoarea s, / к acbcă la derivatele vectoriale care au, cum s-a văzut mai înainte module și direcții, lî se aplică și legile adunării vectorilor Astfel, derivata unui vector în raport cu un scalar este un vector Este evident că prima derivată a vectondui se poate' deriva din nou obținînd derivata a doua a vectorului care se reprezintă prin simbolul — etc ' - Fie - , -, > Viteza unui punct Deoarece vectorii unitari situați de*a lungull axelor de coordonate fixe sînt constanți ca modul și ca direcție, obținem: + Ѣ | k-z • ( ) dt dt dt^ df «Bh ’-w' s * “ L \ v ' •* ir* ’ • Nu este greu de arătat, că derivata vectorială a unui produs scalar sau vectorial al vectorilor se calculează după aceeași regulă ca și derivatele obișnuite ațe produselor obișnuite In* adevăr, să se determine derivata produsului scalar > deoarece produsul a ■ b este un scalar, și derivata lui este tot un scalar Vom aplica același raționament ca și în calcullul diferențial ! Această derivată este limita raportului / (я+Дя) • (Ьч-Д&)—а • b Deoarece: (а- -До) • (b-rXb)=a vom obține: Да, Ab, kt -> о Trecind At * • x • '**■ *'* - •- • • • ■ - ■ " , ■ - %'■ la limită vom avea: • T f ' •** L j *•' x *-‘ *» » d (a • b) da dt dt A? db ~dt da Д£ Д^ ‘ At sau d(a • b) da v , - db ~dt -dt'b + a’dt‘ că derivata promisului scalar o • b se exprimă prin inter da db dt di Vedem i mediul derivatelor vectoriale Exact în același fel se deduce formula dJ^l^x~b + -a^db dt dt*° + a ' ‘Iar desigur, derivata aflată în partea stîngă a acestei relații ‘sie un vector, deoarece produsul axb este vector Derivata unui vector in raport cu un scalar Să mai examinăm și vectorul r al cărui moduB a este constant și care nu poate decit să se rotească, adică să-și schimbe direcția rămîrtînd în același plan ,(fig ) Este evident, că extremitatea В a vectorului r va deșerte un cerc cu raza r și cs^entrul în punctul A, Derivata acestui vector r este egală cu (imita raportului M Ді-> sau cu limita expresiei Dar Limita raportului dintre coardă și arc este egală cu * • •*' * *x'’' * w \ w ’ * • г • Deoatede BC—rAQ , unde AO este unghiul cu care se rotește vectorul r cînd parametrul scalar variază cu Л Л vom avea: ' BCX=BC + CD+DC\ - BC+BB\+DC у At Ы Д/ sau: bt De aici găsim: • lim ST +Iira Д/-» I ~ - - > f BC este viteza de transport a- punctului Л, ,iar lim l-r-r , iar factorul lim • ’ * țj' * astfel* avem: Ііт^Л I v / ’ л ' - '* - ** • V'V'i V - • % , / • “ • • • ’ л л -• Dar, este evident, că lim lim este viteza mișcării compuse a punctului A Astfel, viteza mișcării compuse a punlctului este suma geometrică a vitezelor componente a mișcărilor acestui punct Aceasta este un adevăr matematic La compunerea vitezelor se poate ajunge și astfel Anume,» în dinamică, vom vedea că unui punct i se poate imprima instantaneu o viteză De aceea, să n'e închipuim că la un moment dat, sub acțiunea unei cauze oarecare, punctul A trebuie să capete viteza instantanee vi și sub acțiunea unei alte cauze, trebuie să capele o altă viteză vz\ se cere să se găsească ce viteză o vă Viteza « imul punct ■ >*-■ — I ■■■ »■■ ■ ■ ■ ■ ■ у HBW «III > I «I I ■ ■ ■*■ У '* • i *, • A ț Л un vector, și viteza punctului este un vector, și vom avea: ' | - dr v~dt' ( ) , In acest fel, vectorul vitezei punctului este egal cu prima derivată a vectorului de pozlfie al acestui punct, în raport cu Vilezn punctului In coprrloiwite ortogonale șl polare timpul Dorivînd tul ra'port cu timpul ambele părți ale formulei abținem: dl dl dl V“"V “l”f » este o deducere analitică a togii paralelogramului vitei- aecaslia este o deducere analitica a regii paralelogramului vitei-•/clor în condițiile pentru care formula ( ) este valabil,ă unde (Ar) ieste versorul direcției yectoru’Jui Ar, și la trecerea la limită versorul (Ar) va deveni vectorul unitar t° al tangentei la traiectoria punctului Л, vector orientat în se!nsul mișcării,, vom avea: ^ Ar |\ к Af / Deoarece avem Ar — (Ar) Ar Dar avem: At As ДГ • • ■ - ■' - ■ u : - unde As este un element de arc al traiectoriei punctului Д; de • t • •* ^** ’ , voth obține: * aceea, ținînd seamă că lim \ Д$ /Д$-» -n ds ds T*' ,» T dt dt ( ) Г ‘ к X - I Л * ■ ‘ - • *- ’x In formulele ( ) trebuie să se ia derivata în valoarea ei absolută, deoarece direcția vitezei este complet determinată prin vectorul unitar Л § Viteza punctului în coordonate ortogonale și polare După cum rezultă dini formula ( ) este ușor de găsit expresiile vitezei în coordonate ortogonale șl polare Introducem un sistem fix de axe de coordonate Oxțjz Deoarece aVem: , * ■ ' ' ' '• • ’ i '• • t ’ \ s * •' > ' x ' ‘ '**♦ v •’»? • ** *"** »\ r—lx-\-jy+kz, ■ atunci după formulele ( ) șl ( ) vom obține: • , , Ф E ds I Viteza unui punct Introducind proiecțiile vx, vy, vz, coordonate Ox, Oy, Oz, vom avea: t” T dx ivx -\-jvv-\-kvZ'=i -pfȚ-V dx Vx“df ale vitezei v pe axele de «adică: dy dt’ - dz +kdi Tf (, & ) In acest fel, proiecția-vitezei punctului pe oricare din axele ortogonale fixe de coordonate, este egală cu derivata Intii a coordonatei corespunzătoare a punctului mobil tn raport cu timpul Din formulele ( ) găsim modulull o al vitezei - e ( ) v = V ^di) + \dt) t \та unde radicalul se va lua în valoare'absolută Deoarece se știe că pătratul diferențialei arcului unei curbe este ds =dx -\- dy -\-dz , - ' ds* din formula v = obținem din nou formula ( ) Notăm prin a, p, , unghiurile pe care Ife formează vectorul viteză al punctului cu axele de coordonate OX, Oy, Oz; știm că trebuie să avem: • 'r- - * ' -■ V r " - ^O ldz : ^ ) 'VX dx л f V V dt* * * • ■ f * • - • •’ в — A» •• • « unde v este determinat prin formula ( ) Deoarece coordonatele x, y', z ale punctului se dau prin formulele ( S ) sau ( ), pentru elementele vx, vy, vz, cos a, cos p, cos alte mișcării punctului, vom obține expresii în funcție de timp Folosindu-ne de formulele ( ) sau (' ) se poate elimina timpul t din aceste expresii, reprezentîndu-le ca funcții de coordonatele punctului In vy dy cos “ v v df alte mișcării formulele ( ) sau (' ) se poate elimina timpul t din aceste ' expresii, reprezentîndu-le ca funcții de coordonatele punctului: In acest fel, putem rezolva două feluri de probleme: sau să găsim elementele mișcării punctului arătate mai sus la un moment daț, sau să găsirp aceste elemente pentru un punct dat al traiectoriei; deoarece viteza este dirijată de-a lungul tangentei, este clar că problema cinematică a găsirii vitezei este legată de problemai geometrică a găsirii tangentei în orice punct al traiectoriei, examinăm mișcarea oscilatorie armonică definită prin ei u ițp ( ) sau( , !); pentru această mișcare vom avea v« “ Й - (fk cos (kt+ ca ipotenuza lui să formeze elicea circulară considerată si anume o singura spirala a ei Să revenim la formulele ( ), înlocuind Viteza punctului în coordonate ortogonale și polare în ele modulul vitezei o prin valoarea lui Reducind cu Л, obținem: ' dy COS OG — , cos p , dz ds> cos ^Ts' Astfel aiungem la formulele cunoscute'din geometria diferențială - • > dro -d& dt=n dt’ , ' o - ' - unde ѳ este unghiul-dintre vectorul r și o riabilă Д aleasă în plan In acest fel \ - dt dt ■ - -odr V—*•» — direcție oarecare inva- * % ' A ■ • Vedem că vectorul v este sunuâ ă doi vectori: unul r°este dirijat de-a dungul Vectorului r, iar celălalt n°r^ perpendicular pe vectorul r Fie (C) traiectoria punctului, care se găsește în mor mentul t în punctul В (v fig ) Să ducem dini punctul lix O, vectorul de poziție r al punctului В și să presupunem’ că el' va « ♦ « ІЧ V ▲ —l— - Л Construim în punctul forma cu direcția invariabilă Д, unghiul Ѳ > Construim în punctul В un sistem de coordonate ortogonale în felul următor: una din axe (r) o vom dirija după vectorul de f z Д ■? • ‘ 'Jf- -■ • ■ * A (Ѳ) vom considera perpȘendictilate în XțXiiite'vitari pe’arfe (r) și (•) respectiv prin ( ) nozitie r» iar cealaltă ax orientată in sensul creșterii unghiului Ѳ ^m «oteproiecțiile vitezei pe axele (r) și (Ѳ) respectiv prin vr și ve Din formula ( ) vom avea /ir ' d& Vr^Tt’ ve~rdt' W ) \ “> ж - - -we ■\ici intilnim pentru prima dată axele mobile de coordonate In adevăr arfe (r) și (Ѳ) au origine mobilă care comode cupozl-țiu instântunee В punctului mobil pc traiectoria lui, și at direcție variabilă deoarece direcția vectorului de poziție r variaza în funcție de timp Observăm ca, de multe ori în mecanică, sîntem nevoiți să ne servim de axe -mobile de coordonate Vom obține modulul vitezei după formula: • • • ’ #' V S‘ ’ '*•’ -Si* *k i •! v V / \ Ut* unde radicalul se ia în valoare absolută Nu este greu să se obțină această formulă imediat, prin trecerea de la coordonatele ortogonale la cele polare In adevăr, avem: as dt’ ds —dx -f-dy , x-rcoso, y—rsino, * • V M \ M - *' ’ к * "V Diferențiind ultimele două formule, vom găsi: dx—drcos Ѳ—rsin Ѳ do, dy—dr sin o+rcosodo: Viteza punctului în coordonate ortogonale și polare ridietnd lia pătrat și adunînd, vom avea pătratul elementului liniar în coordonate polare în plan: ; ' ds dr r d O De aici găsim: • i V % v = Ѣ\\Г Ш dt) \dt ) ’ adică revenim ha formula ( ) Sa aplicăm formala !( k) la mișcarea punctului pe o circumferință cu raza egală cu R Deoarece în acest caz avem , și viteza v va fi dirijată după -perpens-circumfer'iniță, modulul v ai r=/?=const, atunci Vr= diculara pe rază, adică de-a lungul tangentei la după cum și trebuie să fie Prin urmare, pentru' vitezei, obținem -•* • Бг, deoarece ж • к unde trebuie să se ia valoarea absolută a derivatei formula ( ) dă modulul vitezei Introducem notația: ' ( ) • * e ' * e ■ *- • * ’ *•* ■* ' ф » »-• > CX • •* * * *" ' * **■»* • * unde w se rtumește viteza unghiulară Prin urmare, vom avea: ■■ • ’ ■ ■ ~ • ■ ■• ■ v= ? |g>| , ( ) • • *- ‘ ' • V- •• л ’s ’ - ■*— adică ,tn mișcarea unui punct pe un cerc, modulul vitezei liniare este egal cu raza înmulțită cu modulul vitezei unghiulare găsim și viteza în mișcarea unui punct pe spirala Arhimede, definită prin ecuațiilfe ( ) Avem: ' • v Vr ^dt^a’ ’ - /J; J ; * * ’f •’* ~ == yy — Ciut ~ UT * v У vț ” v© = ci У a -\~b r , •/ ' > '* / i % • « " ’ f' • • /I ** • Â * • • л * ,J fi * * * • Din fig vom găsi: • ’ • /* л Vr)-v'bt r * ' + jnd ultw^ W Y W* oeO 'f-rsinSC S’ iigjaѳ t v’om g,ab v • oe vom«Й* V îovn dx ( ) S) = r ® +f COS Ѳ ^dt A * ' ® Să observăm că procedeul utilizat aici al deter vitezei prin găsirea pătratului eL'ementul'ui lînișr, deu care se utilizează des în mecanică § Viteză areolară Să trecem acum la noțiunea ae areolară, limitîndu-ne la cazul- mișcării plane a punctului * * ' *• • \ >• a - *A г % — Ѵи ““file да”™се' de Лей ♦ Fig ■ oarecare plajj »'■ pu“^=® й Ш v""ctul cortsi $ ■Л u<> '' j л, «o o traiectorie examinăm mi^a^a p“ă la un mo (C) Să presupun , & feâiectonei »« - se găsește Pu Q pțamilui tn care Unim un punct nx x k l kȘ V dt , * '■- *» « JF sau expresi a expresia vectorul Viteză âreolară derat cu punctul B, prin vectorul de poziție r=OB (fiig ) Se numește viteză areolară a punctului mobil В în raport cu punctul y I — fix O, produsul vectorial rXv Să notăm vectorul rXv prin) J] Știm (Cap II, § ), că: £= rv sin - * Г : ; : ? • ’f - ■ - In § al cap II am văzut că trebuie sa avem: unde vectoruB unitar k este perpendicular pe planul triunghiului OBE țfig ) și dirija-t pe fața lui pozitivă, adică la fel cu vectorul £ • In acest fel, vom obține: ( ) ' ' dt v este denumită viteză areolară у r d® n dt • ■ • ' * л- ’ l bCi * • Să arătăm dece mărimea У=п v dt Să examinăm punctul A care se mișcă pe traiectoria (^C) Presupunem că în momentele t și £+ Д/, punctul mobil se găsea în punctele В respectiv C iale traiectoriei sale Xfîg, ) Ducem vectorii de poziție О В și ОС și vom introduce noitațiile: Si l * I z iar Viteza unui punct Dacă în momentul /, vectorul formează cu o direcție invariabilă Д un’ unghi oarecare Ѳ, atunci vom avea ДѲ ba * J £ Ur Fig sectorului OBC, limitat de arcul BC al traiectoriei punctului A și de razele OB și ОС și ariille sectoarelor de cerc OBBi și OCiC Din fig se vede că avem: aria' О С C > Aer > aria OBB, Deoarece aria • sectorului de cerc este egală cu jumătatea razei cercului înmulțită ci? lungimea arcului, găsim: I * • ' ' • * - • у(г+Дг)(/? -Дг) ДѲ>Дс>-’-ггДѲ, / / І sau At vom obține: dt "W • Fig determinam aria Ac ( ) ' Cfnd punctul В se mișcă pe traiectoria'"sa (C), vectorul său de poziție r, descrie o seric oarecare a (fig ); este evident că acea- у (г+Дг) ДѲ>Аа> уГ ДѲ • z ч • împărțind ambele- părți ale acestei inegalități cu l(r L Дг) A® > Д® дг-> Г Д/ ’ de aici, trecînd la limită, vom avea: da ^ c/e dt ’ Viteza areolară ( ) Mecanica teoretică, I sta arie a este funcție de timpul t Din’ formula ( ) rezultă că derivata în raport cu timpul a ariei sectorului descris de vectorul r este egală cu Dezvoltînd acest determinant vom avea: Deoarece mișcarea punctului are г=—, = , și obținem: adică modulul vitezei areolare este egal cu derivata în raport cu timpul a suprafeței descrisă de vectorul de poziție al punctului Astfel, se înțelege dece produsului vectorial denumirea de viteză areollară Să dăm acum expresia vitezei areolare în coordonate ortogonale, a căror origine se va lua în punctul O; part,ea pozitivă a axei Ox 'o vom dirija în pendicular pe semidreapta A, în planul traiectoriei (C) : ■ ' ■ Conform § din capitolul! II avem: Viteza unui punct - Formulele ( - ) sînt echivalente cu formutele ( ) Pentru a ne convinge de aceasta, ne folosim de formulele ( ); din ele găsim: ' ' dx\ r cos Ѳ (dr r\d®\ - \xTt-ydi)-—\dts,ne+rcoseiin) ''x ' * \ r sin Ѳ /dr ■ dt) dt ■ COS — Г П -Ѵ-l=v r -^ xdt dt) dt Noțiunea de viteză areolară, a fost introdusă pentru prima dată de Kepler ( — ) în legea a doua despre mișcarea • planete’jor în jurul soarelui: Razele vectoare ale planetelor descriu arii egale în timpuri egale Din această lege rezultă că viteza areolară a unei) planete trebuie să fie constantă In adevăr, din fegea lui Kepler rezultă că suprafața а а sectorului crește proporțional cu timpul, adică a=const • Z; ' i de aici găsim că: - = const Ca urmare a legii constanței vitezei areolare a unei planete, planeta trebuie să se miște mai repede în periheliu, — partea elip-' sdi m|ai apropiată de focarul în care se găsește soarele decît în afeliu, — partea elipsei mai îndepărtată de soare In țig se presupune că soarele se găsește în focarul F; pentru ca suprafețele sectoarelor AFB și CFD să fie egale între ele,-este necesar ca arcul AB să fie mai mare Dtrihplin ir viteza este egală cu derivata dS' pentru f = /j și -^- = tg a mers cu viteza de cu viteza de tg etc Exemple jurul șoareLui ceva mai repede decît vara, dar diferența de vitele' este neînsemnată din cauza excentricității mici a orbitei pă-mintului § Exemple Să se construiască, folosind formula ( ) graficul mișcării unui tren și să se găsească viteza trenului exprimară în km/h Să presupunem că la construcția graficului formulei vom măsura pe axa absciselor timpul t în ore, iar pe axa ordonatelor, drumul S în kilometri; reprezentînd atît ora cit și kilometrul prin aceeași unitate de lungime; cum într-o oră trenul parcurge circa km, am obține un grafic prea îngust și prea înalt Pentru ca lățimea și înălțimea graficului să fie apropiate una de alta, vom reprezenta prin aceeași unitate de lungime, pe axa f absciselor o oră, iar pe axa ordonatelor km; prin aceasta formăm un > nou grafic S' = fi (/), unde S = S' Deoarece viteză dS este egală cu derivata - , dS ^dS' atunci — = Fie punctul O care corespunde cu amiaza și cu prima stație Din graficul de pe fig se vede că trenul a părăsit prima stafie în momentul / ; în momentul Z , el a ajuns într-o stație care se găsește la distanța S = S km de pripi a stație, și a stat în acea Vstație pînă în momen- tul / ; în momentul / , el a plecat din acea stație și în a ajuns în stația următoare căreia îi corespunde ^ = S și cum • din grafic rezultă pentru t=h, atunci în sectorul (O, S } trenul ig km/h, iar în sectorul (S , ) trenul a mers km/h, mai mare decît viteza precedentă, a >®{ • Fără a măsura unghiurile a} direct din grafic Vom avea: $ — • /! * J L Jxl ТУ J г li ' • ’ • \ • • • • V • u X \ t A, I f ’ * “ ■ Cu ajutorul graficului se poate determina poziția trenului fritr-un oarecare, rezolvîn-du-sfc problema inversă; astfel, de exemplu, vedem că momentului îi corespunde drumul parcurs S«« SJknu ж Sfi se determine viteza unui punct a cărui mișcare este dată prin ecuațiile: Avem De aici vom ( — cos kt) =ky dt zrr*=kR sin kt = к ^R -(R-yy dt obține: v= V \dt fdxV ■ ^Y= kR^=k^ Ry dt / & Prin urmare, vom avea: cos a=sin I AM VC COS = COS (- R V к '*•’ * * W * ■* ’ Л Traiectoria punctului examinat se numește ciclcidă; dacă rotim un cerc cu raza R pe axa Ox, fiecare punct de pe circumferință va descrie o cicloidă Știind că suma distanțelor între un punct oarecare al unei elipse și cele două focare ale ei este egală cu axa mare, să se deducă cinematic construcția tangentei la elipsă' Fie Fi și F , focarele ețipsei (fig ) Unind un punct oarecare A al elipsei prin vectorii л și r cu originile în focarele Fi și F , avem: r -r = rz* De aici găsim: • '- - r* " ■ • ♦ ЯЙ' Al al elipsei prin vectorii n și r cu originile în df\ dt adică după formulele ( ) vom avea: ca proiecțiile vitezei punctului Din această formulă rezultă că proiecțiile vitezei punctului, carii lui pe elipsă, pe vectorii л și r , sînt egale între ele opuse ca semn, Astfel, dacă proiecția v Гі a vitezei va fi dirijată dinspre focar, proiecția vr* va fi* negativă, adică focar, iar ca mărime, aceste două proiecții, trebuie să fie (fig ) în timpul mișca mărime, dar pozitivă, adică dirijară înspre egale între ele * Pentru a găsi viteza v, trebuie să se construiască două triunghiuri dreptunghice cu ipotenuza comună; la fiecaie din aceste triunghiuri, una dmtre catete ește egală cu valoarea absolută a proiecției considerate a vitezei, după cum se arată în fig Atunci viteza va fi reprezentată prin aceasta potenuză comună și ca urmare a egalității acestor triunghiuri dreptunghice construite, această viteză va împărți unghiul din A în două unghiuri egale De aici rezultă că tangenta într-un punct la elipsă este e loarea exterioară a unghiului format de dreptele ce unesc acel punct cu i oca rele elipsei, punct Viteza unui punct Știind că diferența dintre distanțele de la un punct oarecare al unei hiperbole la cele două focare ale ei este egala cu lungimea axei ei reale si se deducă cinematic, construcția tangentei la hiperoola Fie F, și F focar’ete hiperbolei (fig ) Unind un punct oarecare A al hiperbolei prin ' vectorii) n și ^ cu originile în focarele F{ și F?, avem: De aic,i găsim: / dt dt adică după formulele ( ) vom avea: v v Din ultima relație, rezultă că la mișcarea punctului pe hiperbolă, proiecțiile vitezei lui pe vectorii n și / sînt egale între ele ca mărime și ca semn Pentru a găsi viteza u, trebuie să se construiască două triunghiuri drept’ unghice cu ipotenuza comună, avînd fiecare dintre ele una din catete egală cu proiecția vitezei considerate, după cum se arată în f?g Г Viteza va fi reprezentată atunci prin ipotenuza comună și ca urmare a ‘‘egalității tri- ungh'iurilor dreptunghice obținute, această viteză va împărți unghiul din A în două unghiuri egale De aici rezultă că tangenta într-un punct la hiperbolă este bisectoarea unghiului format de dreptele ce unesc acel punct cu focarele hiperbolei Știind că distanțele de la un punct oarecare al unei parabole, pînă la directoare și pînă la focar sînt egale, să se deducă în mod cinematic, construcția tangentei la parabolă Dacă p este parametrul parabolei, atunci p focarul se află pe axa ei la distanța л de vîrf, iar directoarea parabolei n- este o dreaptă perpendiculară pe axă și situată la distanța de vîrful parabolei, directoarea fiind plasată în raport cu vîrful parabolei în partea opusă- focarului Alegînd originea coordonatelor O în vîrful parabolei și parabolei în raport dr dt sa“ proiecția A al pa- axa Ox in lungul axei parabolei (fig ' ' ') pentru orice punct al p vom avea: x+ unde r este distanța pînă la focar Derivînd * л,* ' ț • d^C cu timpul ambele părți ale acestei relații, vom obține: - = C De aici deducem: dr \ Ji —C k dTJ r "T Exirăgînd rădăcina pătrată, vom avea: * ‘ ’ t | • К \ ’ - r • ♦ jT » dr к dt~~~r sau adică Dacă diferențialele cu o constantă, și sînt egale între ele, atunci funcțiile trebuie să difere anume: r - ?-= ±W+corist Deoarece pentru f= trebuie să avem r= , tragem concluzia că const= și dintre cele două semne trebuie luat semnul plus In acest fel, vom obține: kt, sau r~^ kt - CAPITOLUL XVII ACCELERAȚIA UNUI PUNCT * « • f Ш e § Determinarea accelerației unui punct Dacă un punct material are o mișcare rectilinie și uniformă, atunci in toate punctele traiectoriei lui caracterul mișcării va fi același, direcția și sensul de mișcare și viteza rămîn constante; prinl urmare, : a acest fel de mișcare nu poate exista nici un fel de variație a mișcării Pentru ca mișcarea să varieze, viteza punctului trebuie să se modifice în decursul timpului Variația vectorului viteză se poate produce astfel incît direcția și sensul vitezei să rămînă invariabile dar să se modifice numai modulul vectorului viteză, modutul vectorului viteză să rămînă invariabil dar să se schimbe numai direcția vitezei sau, în sfîrșit, în așa fel încît să varieze deodată și modulul și direcția vectorului viteză Pentru a se reprezenta variația vectorului viteză al punctului, se folosește următoarea construcție Fie (C) traiectoria punctullui A; construim în toate punctele acestei traiectorii, vectorii viteză U ai punctului A Luăm un punct oarecare O arbitrar în spațiu și mutăm în el, paralel cu ei însuși, toți vectorii vitezei v ai punctului A; locul geometric al extremităților vectorilor v, va fi o curbă, care se numește hectograful Vitezelor Deoarece conform construcției, vectorii de poziție ai punctelor hodografuliui sînt vectorii viteză ai - punctului A, urmează că, pe hodograf nu numai că se poate vedea, dar se pot măsura variația direcției și modulului vectorului viteză al punctului A Să raportata mișcarea punctului A la sistemul ortogonal de axe de coordonate Oxyz-, fie ecuațiile traiectoriei punctului A în coordonate parametrice Să examinăm sistemul ortogonal de axe de coordonate O’XYZ, paralele cu axele Oxyz Nu este greu de dovedit cum se pot alcătui cteuațiile jhodografului în raport cu axele O'XYZ Deoarece axele О л YZ sînt paralele la axele Oxyz ăi vectorii de poziție ai punctelor hodegrafutui sînt vectorii viteză ai punctului A, atunci coor- Determinarea accelerației unui puncî vom obține: De aici vom avea: y—=cos kt к a sau dx cu proiecțiile Vx==jpVy= adică vom avea: donatele (X, У, Z) ale punctelor hodografului, trebuie să fie egale ѵг=^ , ale vitezei v pe axele Охуг, Ca să obținem^de aici ecuația hodografului in formă analitică, este suficient să eliminăm timpul din ecuațiile ( - ) De exemplu, dacă mișcarea punctului ni se dă prin ecuațiile y=b cos kt, k a ’ k n " Vedem că hodograful este o etiipsă asemenea elipsei pe care se mișcă? punctul A, iar raportul dintre semiaxele hodrografului ‘ semiaxele traiectoriei punctului A este egal cu k Este evident că pentru miș- > carea rect'linie uniformă, ‘ hodograful se reduce la un punct, iar pentru mișcarea rectilinie neuniformă, hodograful va Й un ment de dreaptă Fie (Г} hodograful vitezei punctului A (fig ); presupunem că momentului i ii corespunde vectorul OM care reprezintă vectorul viteză v al punctului A, iar la , punde vectorul ON, care reprezintă vectorul viteză v+A u Atunci i va reprezenrta viteza medie a punctului pe hodograf, care șe numește accelerație medie a punctului momentul Ai îi cores- H=fWV, și raportul -г; Accelerația unui punct Trecînd la limită, vom obține viteza punctului pe hodograf în momentul i, care măsoară modul cum variază vectorul viteză al X \\ ; ' У '■ І- * / / *, >*' • ’ ’ e ; te punctului Л și este egală cu prima derivată vectorială a vec- torului viteză al punctului A în raport cu timpul Viteza în momentul t a unui, punct de pe hodograful vitezelor se numește accelerația punctului A în momentul A Deoarece accelerația este prima derivată vectorială a vectorului viteză v, rezultă in baza § , că accelerația este un vector; acest ultim rezultat trebuie verificat ' In primul rînd în § a fost dedusă formula ( ), și anume, care arată că viteza mișcării compuse este suma vectorială a vitezelor mișcărilor componente Derivînld geometric ambele părți ale acestei egalități, in raport cu timpul vom obține: dv ■' dvi Vdv^ df = dF + df In aceasta carea compusă In ce priveș egalitate ~ este accelerația în miște derivatele șif ^, ele reprezintă dv accelerația în prima mișcare componentă și accelerația în a doua mișcare componentă, dar aceste din urmă accelerații depind în general nu numai de proprietățile primqi mișcări în ipoteza că numai ea iar avea tec sau numai de proprietățile mișcării a doua, ci de faptul că în general viteza celei de-a doua mișcăriMnfluen-țează variația vitezei primei mișcări, și că viteza primei mișcări influențează variația vitezei celei de-a doua mișcări; această problemă seva studia mai amănunțit în capitolul XXIII Deoarece au module, direcție și sens și li se aplică dvx dv derivatele și regula de adunare vectorială, rezultă că accelerațiile sînt vectori In al doilea rînd, problema referitoare la adunarea accelerațiilor se mai poate pune și altfel, din punct de vedere fizic, așa cum am procedat și în cazul vitezei In ѵэі II al cursului de față vom vedea că interacțiunea mecanică dintre corpurile și punctele materiale libere se reduce la faptul că aceste corpuri și puncte materiale imprimă unul altuia o accelerație Fie punctul material liber A; sub acțiunea punctului material B, punctul A capătă o accelerație oarecare Vom presupune apoi că punctul В nu ar acționa asupra punctului A, asupra căruia ar acționa însă un alt punct material C care îi imprimă o altă accelerație oarecare Se poate pune întrebarea, ce accelerație va avea punctul A, dacă cele două puncte В și C acționează concomitent Această problemă nu poate fi rezolvată matematic t Determinarea accelerației unui punct * , » - * к • z - • • dar pe calea studierii fenomenelor naturale s-a găsit că prin acțiunea concomitentă a punctelor materiale В și C, punctu'i material A va căpăta o accelerație egală cu suma vectorială a accelerațiilor imprimate de celelalte puncte Astfel, ex^minînd problema din punct de vedere matematic și |fizic, găsim că accelerațiile punctului se adună vectorial și in lacșljași timp ele au module, direcții și sensuri Prin urmare, accelerația punctului este un vector Vectorul accelerației al punctului este acestui punct Notînd vectorul accelerației al punctului avem: ■ ' ap cat prin a — dv a=Tt In cuvinte, formula ( ) se poate exprima astfel: Vectorul accelerație al unui punct este prima derivată vectorială în raport cu timpul, a vectorului viteză al acestui punct La fel ca viteza, și vectorul accelerație se poate reprezenta convențional printr-un segment de dreaptă orientat!, care are o lungime egală cu modulul accelerației, unitatea de accelerație •fiind exprimată la o scară oarecare, printr-o anumită unitate de lungime Folosind formula ( ) obținem din formula ( ): Această formulă se poate exprima în felul următor: Vectorul accelerație al unui punct este egal cu derivata de ordinul doi în raport cu timpul, a vectorului de poziție al acestui punct ■ Folosind raționamente similare, s-ar putea obține accelerații de ordin superior, exprimate prin derivatele ^ , ° cursul de mecanică a'J acad О I Somov ( — ) sîn,t expuse cercetările acestuia asupra accelerațiilor de diferite ordine, iar în „Notele Academiei de Științe" din anul se găsește articolul său „Despre accelerația de diferite ordine în mișcarea relativă" Toate aceste studii au importanță în cinematica mecanismelor Legile naturii sînt însă astfel, Incit este de prisos să ne ocupăm în cursul general de mecanică teoretică cu accelerațiile de ordine superioare accelerației â, deoarece acțiunea reciprocă ia corpurilor materiale, adică forțele, dau naștere acceleratei a, șî invers, cunoscind accelerațiile a, se pot găsi forțele ce provoacă aceste taccelerații Aplicînd formula de dezvoltare in serie a lui Tavlor, vom avea: ;(/+д/)- ( +^ ш ' • dt de aici, ținînd seamă de formulele ( ) și ( ), obținem: г(/+Д/)=г( +ѵ( - Din această formulă, cunoscind yaloarea vectorilor r, v, și a pentru momentul t, se poate găsi cu precizie pînă la infinit! nuci de ordinul doi inclusiv, valoarea vectorului de poziție r pentru ifto-mentul t+ kt § , Accelerația unui punct în coordonate ortogonale și în coordonate polare în plan Pornind de la formula ( ), nu este greu să șe obțină proiecțiile accelerației a pe axele fixe ale unui sistem ortogonal de axe de coordonate Deoarece din formulele ( ), și ( ) vom obține d x -d y jiPz dt ' J dt ' dt •- • Introducînd proiecțiile ax, ay, az ale accelerației a pe axele de coordonate OH, Oy, Oz, vom avea: adică: *- • и ■ * \ - z ■ ' • r- * *’ \ cos «=» —• cos kt~ —■’Б’» cos Br = — sin kt~* —- —* l\ г I Accelerația unui punct Vedem că în mișcarea circulara, moduluj accelerației este constant, și vectorul accelerație este dirijat de-a lungul razei de la circumferin'ță spre centrul ei Să găsim alcum expresia accelerației in coordonate polare, pentru oazul mișcării punctului într-un plan In acest scop, vom pleca de la formulele ( ) Folosindu-ne de formulele ( ), vom obține: ■ — d d ( '"Tii d&\ dt v dt/ dt \ dt/> sau dr^ dr , ~^d r dnQ de -“-■дя+^гр d f—dQ dt ' dt ’ dt Folosind la determinarea derivatelor și formula ( ), și observind că rotirea cu un unghi drept a vectorului n°, în sensul rotirii vectorului de poziție al punctului, îl va face antiparalel cu vectorul fi, vom avea: dfi,~ode dn° ‘ - dt' ~dt’ dt , adică accelerația a este dirijată în sensul' mișcării punctului, cum se arată în fig ; dacă însă modulul vitezei scade în decursul timpului, atunci аг’ viteza unghiulară a punctului mobil, unde w în cazul general va fi funcție de timp Atunci, conform formulei ( , ), modulul v al vitezei v a punctului va fi egal cu u= ? |w! Deoarece raza de curbură p a cercului este eigală cu raza lui Rt atunci din formulele ( ) obținem \ T dt R w Accelerația unui punct via fix negativă, și proiecția az va fi diri Dacă viteza unghiulară w depinde de timp, atunci ambele proiecții ax și an , trebuie să fie diferite de zero Să presupunem că valoarea absolută w| a vitezei unghiulare', scade în-decursul timpului; atunci mărimela jată în sens opus mișcării punctului pe circumferință, deoarece sensul pozitiv aj tangentei se (consideră de obicei în sensul mișcării punctului A Acest caz este reprezentat în fig Insă accelerația an este dirijată totdeauna înspre interiorul cercului, pe direcția normalei!' principale, adică după raza cercului spre centrul lui Dacă valoarea absolută a vitezei unghiulare crește în decursul timpului, atunci proiecția az este de sens opus celui arătat în fig Dacă viteza unghiulară w ^este constantă, adică punctul se găsește în mtșoare uniformă pe cerc, vom avea aT= , și accelerația punctului va fi dirijată după rază spre centrul cercului Л 'йШйаге: în mișcarea uniformă a unui punct pg o circumferință, accelerația este dirijată totdeauna spre centrul cercului, este constantă ca mărime și egală cu „ ?w și se numește accelerație centripetă In cazubgeneral de mișcare a punctului pe un cerc, modu-accelerației a, conform formulelor ( ) și ( ) va fi а= ?д/(^) + • I • * * - A ■ i t A А л lungimea și timpul; » secunda Pentru aceste unități fundamentale vom introduce următoarele nu intervin în cinematică Să găsim dimensiunile vitezei; liniare, accelerației Deoarece v=c-n me cu ( ) Accelerația unul punct Viteza unghiulară w se determina prin formula unghiul este o mărime fără dimensiune, latunci * *»^ ' * * ’ * *-> - ’ tf dimensiunea vitezei unghiulare = >-п Deoarece dt Deoarece â=î£, adică accelerația este egală ca mărime cu lungimea împărțită la pătratul timpului, atunci • — л А • ж * Л * * Л •' \ * dimensiunea- accelerației = ( } I adică obți- Nu este greu să ne convingem că toate expresiile găsite pentru viteză și la'cce’Jerație, precum și cele ale proiecțiilor ilor arătate mai sus, satisfac aceste ecuații dimensionale De exemplu, pentru accelerația a am avut expresia^ ; folosind egalitatea ( } ’ • adică nu vom avea valoarea reală a vitezei în metri linie uniformă a unui punct și să presupunem că în secunde egale, adică, de exemplu, vom reprezenta grafic sețcundă prin- r- j V — , adică Exemple pe secundă Deoarece în aceste scări diferite am micșorat de șase ori segmentele care reprezintă distanțelfe, și de două ori segmentele care reprezintă timpul, atunci pențru determinarea valorii reale a vitezei u = y m/s, mai trebuie să înmulțim expresia pentru viteza obținută cm = , ceeace ne va conduce la adevărata valoare de m/s In general, să presupunem că la construcția graficului s = f(O reprezentăm printr-un segment de o lungime anumită — m unități de drum și n unități de tjimp; trecînd la aceste scări, în locul graficului ecuației s=f(t), vom avea graficul ecu’ației s'=frG'), unde vom avea s = ms' și i = nt’ Din ecuația s'=fi(f), vom folosi la determinarea vitezei și accelerației tan-gențiale expresiile^ și genta trigonometrică a unghiului tangentei Deoarece , ds=mds', dt=ndt’, vom obține ds m ds' d s m V~dt~~n"df ’ ax = dP=rf dt' De aici vedem, că pentru a obține expresiile vitezei și accelerației tangențiale din graficul s' = ft trebuie să înmulțim cele două L derivate respectiv cu ™ și ds' ' jp reprezjintă tan-la graficul ecuației d s , unde derivata De aceea la folosirea graficelor trebuie să fim prudenți și totdeauna să observăm cu atenție scările, cînd efectuăm măsurători pe grafice § Exemple Să se găsească hodograful vitezei pentTu mișcarea «ț'CO'dală definită prin formulele ( ) In § , am văzut că pentru k ' + kRcos kt, ~ • » • • ^-ѴЛ + Л /? De aceea ecuațiile hodografului vor fi: X=-to?sinW, У= +kR cos kt, ~ "k Din primele două ecuații găsim: ' aL' ■' * * л V; această' mișcare avem: vx= — kR sin kt \ \ V = Z ** * • ' и i Л к v = Prin I urmare, ecuațiile hodografului vor fi: A + У =tfiR , Z=>h~ Accelerația unui punct Hodograful este un cerc situat într-un plan paralef cu planul OXY la distanta h — • Acest rezultat poate fi obfinut direct,, deoarece după cum am văzut în § , modulul v al vitezei punctului este constant în această - • mișcare și egal cu V/z + tz ? și viteza este înclinată fată de verticală sub un unghi constant pentru care cos =— — Ѵй?+ л ? tragem de aici concluzia că locul geometric at ■* * "" • •' * л* * “ » • ■* •* * -• • v ж ~ t "T extremității vectorului v este un cerc paralel cu planul OXY situat la distanța de rc acest plan, adică ajungem la rezultatul precedent Să se găsească accelerația unui punct avînd legea de mișcare Deoarece v cos ț = h Avem: și punctul își va continua Să se găsească —g^=O, adică pentru t valoarea ei maximă: Avem (Px a*=-ăp=-g> « • X *• ”* * «/W * • V * " * С f в W S • Ș^ica^ accelerația este dirijată după axa Ox în sens negativ Viteza v ta se va anula pentru- ***** •* ' i к ~ * r ‘ ~ ‘ “• * în acest caz abspisa x a punctului atinge Xх ’ г ' ' •• ‘ ’ * % t - *■ X г Л Tf • această mișcare este egală cu v=vfr-gt Viteza ‘ ' * ■ v x=v Eo ^Vo-Vo mișcarea în sens invers iar acceS!eeratiIiteDutaEtU^ ÎȘi ^hi?-bă trecînd Prin valoarea zero, axei Ox Aceîtă e”t І ’ T™ C°?S^nta-ȘI я у f ° ' '• • |ч- к f - І • ,' x • * * - • : # • y IbsZ îbKlor eSte proportională cu J Exemple Să se găsească accelerația în mișcarea elicoidală examinată tn exemplul al prezentului capitol Avem: ax = = —k R cos kt = — k x, a -&У = -k R sin kt =-k y, У ~ dt cl = a= V^ cos^+^Z? sin =£ /? — Unghiurile a', formate de accelerație cu axele de coordonate se determină prin formulele: a cos / = - cos țz— Astfel, accelerația a este dirijată perpendicular pe axa cilindrului pe care este înfășurată elicea circulară și întretaie această axă, adică accelerația a este dirijată după raza secțiunii transversale a cilindrului Deoarece viteza și accelerația sînt totdeauna situate în planul osculator, atunci pentru elicea considerată, planul osculator se determină prin direcția tangentei și razei secțiunii transversale construite pentru punctul respectiv Pornind de Ia formulele ( ) și ( ), să se determine raza de curbură p pentru fiecare punct al spiralei logaritmice, date prin ecuațiile ( ), și anume: l* - ' I numere cu vor fi res« r=roe , * Ж (O unde r , m și n sînt constante Vom determina în primul rînd dimensiunile acestor constante; deoarece produsele mt și nt trebuie să fie dimensiune nulă, tragem concluzia că dimensiunile tn, n și ro pectiv H’, T” și L Din formulele ( ) și ( ) avem: d r dt • \dtJ J ’Lr a ~\zui * ° aici obținem sau - Din ecuația mișcării obținem: ' • * • "r * > - w dr mt d Ѳ dt=mr^ = mr (Pr dr „ m -zt = m dt dt Accelerația umil punct Mai departe vom avea: sau De aici obținem: at at Prin urmare, vom avea: — r ) = rn r—n r=(/n —n-) г dt v (tt / с?Ѳ\ d (/?/**•)s— nr -T df/ r dt v r dt dr -JT- ss ////// * dt In acest fel» obținem: ’ ' ‘ ț (ffl +n ) H =(flî n ) r + m n r -m (m +n ) r , sau după reducerea cu r t % r — — m n +rr + m » +m (m -/i )=(in +n ) - in (in +л ) Simplificînd cu гпа -п , vom găsi: (m +n )r OlO -= m +n —m =n De aici vom avea: m +n ~пГ' m "n adică: Nu este greu de observat că '■ * * • W • Introducînd notația k obține: V/ Z l+^-A în această formulă dimensiunile sînt respectate, unde k este o mărime fără dimensiune» vom Aceasta va lf t ecuația razei ei de curbură Г=Т în această mișcare, în afară de translația în jurul punctului O, segmentul se și rotește, adică mișcarea segmentului nju va fi numai de translație ci și de rotație, durata rotirii sade fiind egală cu durata revoluției în jurul punctului în timpul acestei mișcări, segmentul este totdeauna dirijat cu partea lui convexă spre punctul O Astfel este și cazul lunii, care totdeauna este în> dreptată spre pămînt cu aceeași emisferă, deoarece atît timpul de revdluție a lunii în jurul pămîntului cît și timpul de rotație a lunii în jurul axei sale, sînt egale cu Circa ’/з zile Dacă pentru o mișcare arbitrară a solidului, la un moment oarecare vitezele tuturor punctelor solidului vor fi egale ca vectori, se spune în acest caz, că solidul se găsește în stare de mișcare instantanee de translație , § Vitezele unghiulare și liniare ale punctelor unui solid care se rotește în jurul unei axe fixe Să ne imaginăm un corp solid care se rotește în jurul unei axe fixe oarecare Д (fig ) Să examinăm un punct oarecare A al corpului care se află la distanța R de axa Д Prin rotirea solidului, punctul A va descrie o circumferință cu raza egială cu R, situată în planul тг perpendicular pe axa A și care trece prin punctul corespunzător poziției inițiale a punctului A Presupunem că într-un interval elementar de limp Д/ raza dusă în punctul Л s-a rotit cu un unghi oarecare ДѲ Este evident că în lacelași interval elementar de timp Д /, tuturor celorlalte puncte ale sodiului le va corespunde același unghi de roație ДѲ ; astfel, unghiul ДѲ poate fi luat ca măsură a unghiului de rotație a întregului solid Limita raportului dintre unghiul de rOtali? Ridului și intervalul de timp Д Л se numește vitezia unghiulara de rotație a solidului , Unghiul de rotație Ѳ se dă în general în funcție de timpul l și lavem: r dt ( ) — Mecanica teoretică, I r НнВВВІяиЕ€внЯ Г А Examinăm aici poziția instantanee a acestor axe Vom construi cu vitezele unghiulare paralelogramul OCDB, și vom demonstra că diagonala OD a acestui paralelogram reprezintă viteza unjghiulară, prin care se pot înlocui vitezele unghiulareТц și wa Pentru aceasta, în primul rind este necesar să se dovedească că dreapta A , pe care se găsește segmentul OD, este laxă de rotație, adică că vitezele tuturor punctelor acestei drepte sînt egale cu zero, și in al doilea rînd că viteza liniară, a Mișcarea de translație și mișcarea de rotație oricărui punct al solidului, determinată de vitezele unghiulare wi si w va fi egală cu acea datorită vitezei unghiulare w = OD Să examinăm punctele O și D Viteza punctului O este egală cu zero deoarece este situat pe axele de rotație Viteza^ punctului D datorită mișcării de rotație cu viteza unghiulară ыі este egală ca modul cu aria /\DOC, iar aceea datorită mișcării de rotație cu viteza unghiulară w este egală ca modul cu aria /\JDOB Deoarece /\DOC= & DOB, ambele viteze ale punctului D sînt egale între ele, ele sînt dirijate perpendicular pe planlul paralelogramului OCDB, in sens contrar De aceea, viteza compusă a punctului D este egală cu zero Deoarece punctele O și D de pe dreapta Д au vitezele egale cu zero, rezultă de aici că vitezele tuturor punctelor dreptei Д sînt egale cu zero, adică dreaptă A este axă de rotație Observăm că de aici, desigur, nu rezultă că dreapta Д este fixă; din cele expuse urme/ază numîai că în momentul considerat, vitezele tuturor punctelor dreptei Д sînt egale cu zero Pentru ă demonstra că viteza unui punct oarecare datorită mișcărilor de rotație au vitezele unghiulare i și w va fi aceeași cu viteza datorită mișcării de rotație cu viteza unghiulară w=OD; să examinăm de exemplu punctull C Datorită rotației cu viteza unghiulară «i, punctul C tare viteza eigală cu zero, iar datorită rotației cu viteza unghiulară « punctul C are o viteză al cărei modul este egal cu aria A C£O=aria OCDB Datorită mișcării de rotație cu viteza unghiu'Jară w punctul C trebuie să aibă o viteză al cărei modul este legal cu aria ACDO = aria^ OCDB, adică datorită mișcării de rotație cu viteza unghiulară w punctul C are o viteză, egală în modul, cu aceea datorită vitezelor unghiulare ы și w Deoarece și direcțiile și sensurile vitezelor punctului C în ambele cazuri, după cum este ușor de văzut în desen, vor fi la fel, rezultă că vitezele unghiulare se adună vectorial Astfel, ajungem la teorema că viteza unghiti* Iară este un vector Este ușor de văzut că viteza unghiulară este un vector alunecător, deoarece prin mutarea vectorului м de-a lungul axei Д in alt loc, nu se modifică nici aria nici planul triunghiului ABC demonstrația faptului că viteza unghiulară este un ahdrn,ieS ^ proiecțiile vectorului zy) +j (о)г X - wxz)+A: (wx J/ - G)yx), nan ( ) Aceste formule aparțin lui EuTer și se numesc formulele cinematice ale lui Euler Proiecțiile vectorului м pe axele de coordonate se notează uneori prin p, r—Mz Cu notațiile (p, q, r, astfel că vom avea p==o>x, q, r), formulele lui Euler au forma vx=^ — ry t Vy = rx~pz, vz=py~qx, axa de rotație A coincide cu axa Oz De aici, în primul ( ) Presupunem acum că Atunci i»x =■ = , și noi obținem că De aici, în primul rina, vom avea cz— , ceea ce trebuia să se întîmple, deoarece atunci cmd axa Д coincide cu iaxa Oz, punctul A se mișcă pe o circumferința într-un plan perpendicular pe axa Oz; mai departe, dm formulele ( , ) obținem: Proiecțiile vitezelor punctelor unui solid Acest caz particuliar al formulelor lui Euler se poate obține și pe cale elementară Deoarece la această mișcare punctul A va rămîne tot timpul îrttr-un plan perpendicular pe axa Oz, atunci pentru el vom avea: z—const, adică vom (ivea: u z=~^ = - în acest pl'an, punctul A ya descrie un cerc cu raza ? și cu centrul în punctul de intersecție al acestui plan cu axa Oz Folosind coordonatele polare ale punctului A, vom obține: de " dt y^ > ~ dQ De aici vom avea dx Vx= f = - v =^У~ Vy dt~ " - dt ~ dt ’■*' * X б/O ' Deoarece după formula ( ) -^ = w, găsim: )X, Vx = — G>y Vy = ' ' / adică ajungem la formulele ( ) Este evident că aici mărimea w nu este modulul vitezei unghiulare, ci o mărime aîgebr’că, după cum rezultă din formula ( ), adică aici w = wz Să presupunem, că axa de rotație A Tiu trece prin originea coordonatelor O (fig ) Atunci vom" lua pe axa un punct oarecare O' și vom deplasa de*a lungul axei Д vectoiul astu Mișcarea de ІпшаііЦІе șl mișcarea de rotație - - „ incit originea lui să injiiugh in piiiiclt il O, l'i ' -dt^^ Accelerațiile punctelor unui solid Iară <>> variază în decursul timpului, atunci proiecțiile «x, toy, о>г, vor fi funcții de timp; totuși, ele pot viaria rămînînd proporționale, căci cercetăm cazul cînd axa de rotație rămîne fixă Este evident că ecuațiile axei Д, care trece prin punctul de coordonate (X', y', z')> vor fi: ■X ,Z * > • ■ | \ J • ж ** Я * ж- ~ «k, • f j НИ ** unde x, у, z, sînt coordonatele curente ale punctelor axei de rotație Coordonatele (x, y, z) ale fiecărui punct al solidului vor fi neapărat funcții de timp, deoarece fiecare punct se mișcă pe o circumferință în jurul axei de rotație și, prin urmare, coordonatele (x, y, z) ale punctului solidului variază încontinuu § Accelerațiile punctelor unui solid care se rotește în jurul unei axe fixe Prin mișcarea de rotație a unui solid în jurul undi axe fixe Д fiecare punct al solidului descrie o circumferință, iar accelerația în timpul mișcării'punclullui pe circumferință a fost studiată amănunțit în § In acest paragraf, se dă o astfel de expresie pentru vectorul accelerație a al unui -punct oarecare al solidului care se rotește în jurul unei axe fixe, întît Ba orice poziție a axei de rotație Д se- pot găsii ușor proiecțiile vectorului a pe axele de coordonate; aceste proiecții ale vectorului a vor fi calculate în cadrul acestui pa'ragraf Am avut-formula generală ( ) dt Presupunînd că axa de rotație Д a solidului trece prin originea coordonatelor O, obținem din formula ( , ): este vectorul viteză v al punctului considerat Dar derivata ~ dt al solidului, de-aceea, avem: rfw dt Mișcarea de translație și mișcarea de rotație Produsul vectoriali «Xo poate căpăta și o altă formă» Conform vom avea I adică >yVz MzVy) -\-J (y>zVx — MxVz) + A’ ( • r) (i у + сш ) — W ( x +y> + kz), sau oarece vectorul v este egal cu a~Tt De aici nu este greu de obținut proiecțiile ax, ay, az, ate accelerației a pe axele de coordonate Oxyz Ținînd seamă de formula ( ) și de proiecțiile derivatei vom obține: Lqx -\-JQy-{-kaz= к doi ~dF У + / и>уУ “ “ [u)z(coxX “ ^уУ — G Z] Egalînd între ei coeficienții lui z, j și k in partea dreaptă și stîngă a acestei egalități, vom ajunge la expresiilie căutate: du do)z- Qx==~dt~ % ~dț~y “g)x(wx^ - i duz do)x ay==~df' X (g)xX++ —w y, d&x du = У X+и>уУ ~ Dacă axa de rotație Д coincide cu taxa Oz, atunci vom avea: z\ ( ) К dt ~ аУ~ dt Calculînd pătratul modulului după formula о =Ях+ ar Accelerațiile punctelor unui solid Prin urmare, trebuie să avem: Pentru а obține pe OPX, observăm că vom avea: OP = OA cos (ÂOP) Vom nota unghiurile formate de axa de rotație Д cu axele de coordonate, prin a, p, și vom nota prin Д vectorul unitar, al axei Д Atunci, conform § , vom avea: OA cos (AO>) = OĂ Д ; deoarece proiecțiile vectorului unitar Д pe axele de' coordonate sînt cos a, cos p, cos , atunci îrt baza aceluiași § obținem: OP=OA • A°=xcosa+ycosp+zcos * - • w ' • * * ■ уx •e j f x x De aceea, deoarece vectorul OP este situat de-a lungul axei Д, OPx=(xcosa+ycos +zcos ) cosa b ■ r : ' ''T 'Â- "ѵ'Л; "к" - ' In acest fel, găsim: APX=OPX—x=(xcos a+y cosȘ+zcos ) cosa—x Ținînd seamă de egalitățile: «cosa, G>j,=ti>cosp, wz—a> cos > din formula ax=^ APx vom obține: * * • * r a"=w cos a cos p cos ) cos a—w x, adică ajungem la rezultatul st'abillit prin prima formulă ( ) \ Se mai poate lămuri semnificația vectorului a? pominid de Ia formula In adevăr, avem: Mișcarea de translație și mișcarea de rotație In acest fel, direct din formula vectorială a lui a" se deduce că " este accelenația centripetă • In cercetările precedente am presupus că axa de rotație Д a solidului, trece prin originea O a coordonatelor Desigur la eb ca si cu ocazia deducerii formulelor perttru viteza ne putem dispensa de această limitare Vom face această transformare pentru cazul cînd axa de rotație A va fi paralelă l(a axă Oz dar nu va coincide cu оз, ci va întretăia planul Oxy intr-un punct oarecare cu coordonatele (g, tî) Evident că, în acest caz, bazîn,du-ne pe formulele de transformare a originii coordonatelor, vom obține următoarele expresii pentru proiecțiiteflx, fly, tz^ale accelerației a ax= d® cz= Ridicîndu-le la pătrat și ladunînd, vom avea ( ) dt [(х-Н) +(у-*і) ] = ( ) (y— Ti) este distanța de translație cu viteza unde ca și mai înainte R = la punctul considerat la axa § Exemple , O placă dreptunghiulară, perpendiculară pe planul desenului, a cărei urmă pe acest plan este AB, execută o mișcare de translație cu viteza constantă w care formează unghiul ₽ cu direcția AB ) Afară de aceasta, placa oscilează prin translație cu viteza variabila v(J) în jurul poziției ei mijlocii în direcția perpendiculară pe viteza tw Să se găsească unghiul a format de viteza mișcării compuse și placa Deoarece placa se găsește în mișcare de translație, vitezele tuturor puncte lor plăcii vor fi egale între ele Să examinăm un punct oarecare C al plăcu, situat pe urma AB, și să presupunem că placa se ridică; atunci, după cum se vede din fig , vom avea: unde tge=s-~ Dacă placa ar coborî, am avea: Vom uni amîndouă aceste formule tntr-una singură De aici avem: Exemple ă sau v w v Dacă valoarea maximă a vitezei v (t) este mică în comparație cu ш, atunci v ( - se poate pune cu aproximație tgs = s ; de aceea, vom avea Și vom Ж obține formula aproximativă: a= - - v (Z) se fac rdupă lege£a de-unde a este amplitudinea Presupunem că oscilațiile plăcii cu viteza -ix- • « n яя /„ м oscilație' armonica v (/)= —cos ( я— J oscilațiilor, iar T — perioada oscilațiilor, dacă raportul — este mic în •comparație cu valoarea vitezei w, atunci, aplicînd formula precedentă, vom obține: ' a= — cos( îz-=j, r wT \ T unde ambele semne sînt deja incluse în funcția cosinus, deoarece la ridicare-cosinusul va fi pozitiv, iar la coborîre negativ Acest fenomen se produce în aviație, cînd unghiul de atac al aripii avionului devine unghiul de atac a din cauza oscilațiilor aripii, perpendiculare pe viteza avionului (cazul aripii de avion) Să se determine proiecțiile vitezelor punctelor unui solid, pentru cazurile cînd solidul se rotește în jurul axei Ox, axei Oy și axei Oz Aplkînch formulele ( , ) ale lui Euler, trebuie presupunem succesiv: z Mișcarea de translase și mișcarea de rotație Vom obține respectiv: oy vx=u ♦ V » ss — titâ , vx Уу v„ , — o>X; ry ■ ~ vz= Să se determine pătratul vitezei unui punct oarecare al unui so!:d, care se rotește cu viteza unghiulară w în jurul axei Д, care trece PriIj originea O a coordonatelor și formează cu axele coordonatelor, unghiuri egale Deoarece: o)v=a>COsa, o)y = u)COSp, u) = a)C SȚ cos a+cos p - cos ț = , atunci dacă a=p=f» obținem: iar p = — (j)y, Aplicînd formulele ( ) ale lui Euler, vom avea: ) ) , ) x =z (y -*)• v ) Z Q sau ( ) Г P = — (x +y +z )—(xy+yz+zx) Un solid se rotește în jurul - axei fixe Д, care trece prin originea coordonatelor O și formează cu axele coordonatelor unghiurile a, p, ț Să se afle pătratul vitezei unui punct oarecare al acestui solid, dacă viteza unghiulară de rotație este egală cu со» Avem: (ox=cocosa, (Dy = cocosp, u)^ = u)COsț; de aceea» formulele lui Euler se pot reprezenta sub forma: vx= w (z cos Pcos ), Py =x Ш (x cos ț—z cos a), ai (y cos a—x cos p) лЛ—z Ad^x- uk z , sau = tO + U)XZ^ — WyXy — (DzXZ Adunhid și scăzînd din partea dreaptă, produsul o>A x , vom avea: X = O)X (X +y +Z )-X (Q)xX-co},y + a)^), Introducînd vectorul de poziție al punctului și expresia produsului scalar găsim: - ' - în mod analog pentru mărimile și / Vom obține: Să se găsească proiecțiile ассе ега|іеі ипиі punct al solidului care se rotește cu o viteză unghiulară constantă w în jurul axei Д care trece prin originea O a coordonatelor și formează unghiuri egale cu axele de coordonate Avem: = Q) COS P, )^ — ) cos Ț, o) cos a, Q> v cos a+cos p - cos ț = Deoarece a = p = Ț, vom obține: De aceea, din forriiulele ( Д ) găsim: O) == у (x+y+г)—g) x, o) ' = y (x + у + z) - «Sy, W sau; (Z’by— x), a -y(x+z— y), ^=^-'(x+y— z) De aici vom avea pentru pătratul accelerației: I л = Г(X - V» (X\) -к V > - -у vil f I Mecanica teoretica, Г CAPITOLUL XIX ;Z V **** Чж * ' * w a *•• - *w M • • ■ ,» Ш • • ^-» , * \г-'*-і* ‘ - joc tar o a sistemelor de / - deplasări, viteze și / accelerații, situate în —, / același plan O ase- menea mișcare poate fi definită astfel: * ж”’ * * • x • • - •- "** — Dacă în mișcarea uniii solid toate punctele lui se deplasează paralel cu un plan oarecare, această mișcare* a solidului se numește mișcare plan-paralelă, sau mișcare plană Asemenea mișcare a solidului este foarte importantă, deoarece ea are fee la foarte multe mașini și mecanisme -> Să presupunem că unr solid se găsește într-o mișcare plan paralelă, fie n planul paralel cu care se produce mișcarea tuturor punctelor solidului (fig ) Ducem planul P, paralel cu planuliv, astfel îneît el să intersecteze corpul considerat; prin secționare vom obține o suprafață mărginită de coniturul (■ ) Evident, că prin deplasarea solidului considerat, figura plană mărginită de conturul ( ) se va deplasa în planul P Astfel, în loc să studiem mișcarea plană paralelă a solidului, este suficient să studiem mișcarea acestei figuri plane în planul ei и- i ■ n- Ал‘'f*™ йМ и Fig Se observă ușor că două plinele a'le acestei fiiguri plane determină poziția ei în planul P, adică în ioc să urmiirini mișcarea figurii plane în planul ci, este suficient să unmărint, mișcarea a două puncte oarecare iăle ei, de exemplu, pmiclclc Л și / , dilț acest plan (fig ) Deoarece punfctele A și ? determină pe deplin segmentul AB , tragem de aici concluzia că studiul mișcării figurii plane în planul ei, se reduce la studiul mișcării unui segment de dreaptă în acest plan Să presupunem că la început figura plană ocupă poziția ; apoi, deplasîndu-se în planul ei, ea ocupă poziția a //-a (fig ) Observăm că aici mu ne interesează legea după care so produce N • г ** chiar două- Fig deplasarea figurii din poziția în poziția a -a; putem ignora această lege, deoarece noi examinăm niuimăi cele poziții și ale acestei figuri Vom dovedi că figura plană se poate totdeauna deplasa din poziția în poziția a H-a printr-o mișcare de translație (§ ) șl printr-o mișcare de rotație In adevăr, vom ’Jua în figura considerată ini poziția ei , un segment de dreaptă oarecare AB In poziția a //-a a figurii plane, acest segment va trece în poziția A'B'i Unim între ele punctele A și Л' prin dreapta AA' și ducem segmentul "#ЛЛ' Ved m că deplasarea segmentului din poziția AB în poziția A'B' se poate obține printr-o translație AA' care mută segmentul din poziția ЛЬ' în poziția A'£\" și printr-o deplasare de rotație în jurul punctului A', sub unghiul B'^A'B' care deplasează segmentul clin poziția Л'В” în poziția A'B' Astfel, teorema' este demonstrată fServ?rn n ^'mP ce mișcarea de translație va fi în general diferită pentru diversele puncte ale figurii plane, mărimea și sen!ful unghiului de rotație al figurii plane vor fi totdeauna aceleași, in adevăr, vom face iacceași construcție ca si mat sus aceleași In adevăr, vom face Mișcarea plan paralelă a solidului Fig pentru punctul B; anume, vom uni printr-o dreaptă punctul В cu punctul B' si vom duce segmentul AA" -W BB Vedem că se poate Sephasa segmentul AB îri poziția A'B' printr-o translație BB', care mută segmentul AB în poziția A"B' și printr-o rotație in jurul punctului B' sub unghiul A"B'A", care mută segmentul din poziția A"B' în poziția A'B' Dar, în timp ce deplasările de translație AA' și BB* sînt in general diferite, unghiurile de rotație — între ele ca unghiuri alterne interne la două drepte paralele și ambele rotiri se fac în același sens, și anume, pentru fig în sensul acelor unui ceasornic Vom dovedi acum că arnîn-două răcește mișcări, de translație și de rotaiție, se pot înlocui printr-o singură mișcare de rotație, cu alte cuvinte vom demonstra următoarea teoremă: Figura plană se poate totdeauna deplasa în planul ei, din-tr-o poziție în alta, prin rotirea ‘A ei în jurul unui anumit pimct Vom lua în figura plană un segment oarecare de dreaptă AB și vom presupune că din' cauza deplasării figurii plane, segmentul AB trece în poziția Ă'JB' (fig ) Unim prin drepte punctul A cu A' și punctul В cu B' Dacă segmentul AB se poate muta în poziția A'B' prin rotirea în jurul unui centru, oarecare, atun'ci punctul A trebuie să treacă în A' descriind o circumferință și punctul В trebuie să freacă în B' descriind o circumferință concentrică; de aceea, segmentele AA' și BB' vor fi coardele acestor circumferințe Biazîndu-ne pe o teoremă din geometria elementară, vom ridica în mijloacele L și M ale coardelor AA' și BB’ perpendiculare pe aceste coarde; perpendicularele ridicate se vor intersecția într-un punct C care trebuie să fie centrul de rotație лП,Л - ăLnl, im Punctul c CLl punctele А, В, A>, B' Triunghiurile Л , vor W egale între ele ca fiind triunghiuri cu laturi egale; m adevăr, avem: A'B'—AB și СЛ = Г obdee egal depărtate de perpendicularele CL rofi ^ ,tr^hîul ABC ,,, HUUV,U U v ,u aviia Л'/ТГ ’ пГіір'-ип^ ^ ^ ? vom aduce să coincidă cu triunghiul лпс, adica yom muta segmentul ЛВ î A', CB = CB > > ■ - - - , I J «Г ШИІ r !!■> T !■ în jurul fiecăreia dintre ele (fjg ) Vom uni punctele , C , C'(, cu drepte; vom obține o linie frînta care la limita se va transforma în centroida fixă Presupunem ca toate rotațiile До, ДѲі, Дѳ , ДѲ , se produc în sens pozitiv, ladică in sens contrar acelor unui ceasornic Vom efectua construcția de mai jos Măsurăm de la punctul C segmentul CCi = ' ' rotit sub unghiull ДО în sens negativ Apoi ducem din punctul Ci dreapta C|Ai în așa fel, încît să avem ^ СС[А^^ СС{С De la dreapta СІЛ, ÎTJ sensul rotațiilor negative vom măsura segmentul ' ' = sub I dreapta C^A , astfel încît să avem' ^ C\C A ^ ram de la punctul C segmentul CC\ fel, încît sa avem -=$ Mi ■| unghiul ДѲі față de dreapta CMp Mal departe, vom duce din punctul C' dreapta С И , (astfel încît să iavem' - ,r>ț sA Preswpunem conform celor iarătate imai sus că л esl Această construcție duce la o concluzie foarte importantă Vedem că prin suprapunerea succesivă a centrelor CI cu C(, C cu C , C cu C și așa mai departe, laturile CCI ; CIC , С С'з ale liniei frînte CC/C C coincid succesiv cu laturile CCi, C\C , C C ale Biriiei frînte CCiC C adică linia frîntă ССІС С‘з se rostogolește fără alunecare pe linia frîntă ССіС С Deoarece la limită aceste linii frînte se transformă în centroide conchidem că: Orice mișcare a unei figuri plane în planul ei, se poate obține printr-o rostogolire fără alunecare a centroidei mobile, legată invariabil cu acea figură, pe centroida fixă Excepție o constituie numai mișcarea de translație pentru egre ambele centroide se transformă într-un punct aț planului situat la infinit / * * / •’ * ‘kĂcfM -' ‘ ‘ ■ *- ’ ’ - Vedem de asemenea că, punctul de contact al centroidei inqbile cu pea fixă este centrul instantaneu de rotație în momentul dat Centroidele se folosesc în mecanica aplicată Trebuie subliniat că, prin intermediul centraidelor pentru o viteză arbitrară de rostogolire, reproducem mișcarea reală numai geometric; pentru ca să reproducem mișcarea reală 'și mecanic rostogolirea centroidei mobile pe cea fixă trebuie să fie astfe’J, în'cît în orice moment să fie realizată o viteză a acestei rostogoliri care să reproducă viteza reală a mișcării Vom indica următorul caz al unei mișcări dațe, cînd este ușor de determinat poziția centrului instantaneu de rotație Fie dată mișcarea unei figuri plane în așa fel, încît un segment oarecare A,A , legat invariabil de această figură, trebuie să alunece ih fot timpul; mișcării cu capetele lui pe curbele date (Г]) și (Г ) Wg ) Șă presupunem că segmentul АЛА a căpătat o deplasare infinit mică, ocupînd poziția AIA Pentru ca să găsim poziția centrului de rotație, vom uni între ele prin drepte punctele z' cu Al și A cu /І , vom împărți coardele AiA, și A A în Mișcarea plan paralelă a solidului două si din mijlocul lor vom ridica perpendiculare; intersecția ISoî' perpendicu jare va determina centrul de rotație C Dar somnentele ЛіЛі și A Ai prelungite în ambele sensuri smt secante care se transformă la limită în tangente, iar perpendicularele duse pe ele se transformă în normale la cuibe e ( ) , Tn acest fel, obținem că centrul instantaneu de rotație este situat în punctul de intersecție al normalelor la curbele ( J și (Г,) ridicate la capetele segmentului A\A Să aplicăm acest rezultat la următoarea problemă Fie data mișcarea planului mobil astfel îneît segmentul Л Л dus pe plan э * ■=* • ■« o X ii J * f УІ alunecă cu extremitățile sale pe două drepte perpendiculare între ele Ox și Oy din planul fix (fig ) Conform celor arătate mai sus vom duce în punctele Ai și Л normalele, adică perpendicularele pe dreptele - Ox și Oy, vom obține punctul C care va fi chiar centrul instantaneu de z rotație Nu este greu de găsit pentru acest caz centroida fixă Deoarece !OC=A]A , adică: este egal cu lungimea segmentului, atunci punctul C în toate pozițiile segmentului AțAz trebuie să fie situat la o distanță con-■ stantă de la punctul O, adică centroida fixă este circumferința descrisă din punctul O cu o rază egală cu lungimea segmentului Tn raport cu planul mobil punctul C va fi totdeauna în vîrful unghiului drept AiC A , care se sprijină pe segmentul ЛіЛ Din geometrie se știe că locul geometric al vîrfurilor unghiurilor drepte care se sprijină pe un segment, este circumferința descrisă pe acest segmenț luat ca diametru Astfel, centroida mobilă este o circum-fennță în care segmentul dat este diametru Prin urmare 'raza circumferinței care reprezintă centroida mobilă, este de două îroidTfixă deCÎt raZa clrcuniîerinH' care reprezintă cen- Poate fi completată pînă la o circumferință in icaga și prin urmare mișcarea cercetată a planului mobil se r Studiul geometric al deplasărilor solidului Fig în ^ceasta mișcare ace- poate obține printr-o rostogolire fără alunecare pe partea interioară a cercului, a unui alt cerc care are o rază de două ori mai mică Vom demonstra că, în acest caz toate punctele planului mobil descriu drepte, •elipse sau cercuri In adevăr, punctul X — centrul cercului mic — descrie, evident un cerc (fig ) Pu'nctele cercului mic descriu drepte Aceasta este evident pentru punctele Ai și A , dar același lucru se în-tîmpl ă și cu punctelci B\ și Bz situate la extremitățile unui alt diametru BiB al cercului mic, care vor descrie respectiv dreptele Oxfeși- Oy’, deoarece dreptele Ox' șr Oy’ îndeplinesc ' lași rol ca și dreptele (Zrșși Oy Să luăm acum un punct oarecare M pe segmentul Лр ; coordonatele punctului M vor fi: x=OAf =A Afcosa, у=Л М]=А М sin a ’ mm- De aici obținem: X COS a у л лл— Sin (XJ ДМ X ’ • " V" • * ’ > * ■ я? > i ’ 'S “ r Vom lua in sfîrșit un punct oarecare N, situat în afara segmentului A,A , dar pe aceeași dreaptă Pentru coordonatele acestui punct avem expresiile x== - ON' /^TVcos a, j^TVM^djAsln a; de aici, ca și mai înainte, vom obține: Л № ' Mișcarea plan paralelă a solidului adică punctul N descrie de asemenea o elipsă Astfel, vedem dacă segmentul AtA se prelungește la iminit m ambele prnj toate punctele dreptei obținute aflate în afara acest ui segment, vor descrie elipse; punctele At și A ale acestui segment, care se află pe cercul interior, vor descrie segmente de dreapta; punctele situate în interiorul acestui segment vor descrie elipse, aiara do mijlocul lui cure vu descrie un cerc Deoarece, uceÎ ȘÎ lucru va avea lloc pentru punctele unei drepte oarecare ВЛВ care trece prin centrul cercului mic, concludem de aici că toate punctele Fig r planului mobil descriu elipse care degenerează în dreaptă pentru punctele cercului mic și, în circumferințe, pentru centrul cercului mic Bazîndu-ne pe proprietățile mișcării considerate nu este greu să se construiască un aparat de trasare a elipselor, numit elipsa-graf Pentru aceasta este suficient să facem să alunece pe glisiere^ pe două bare perpendiculare între e’ e xOx și yOy, aplicate foaie de hîrtie, o a treia bară articulată cu glisierele Fixînd în diferite locuri, din această a treia bară, un creion, și făcînd bara să alunece pe glisiere, de-a lungul barelor xOx și yOy vedem, conform ce' br expuse mai sus, că creionul trebuie să descrie o elipsă pe foaia de hîrtie Forma și dimensiunile fiecărei elipse, depinde evident de poziția creionului pe bara mobilă, și de distanța dintre glisiere Să examinăm încă un exemplu, cînd centroida fixă (bara) este o dreaptă, iar centroida mobilă (ruleta) este o circumferință i ?’ es‘e ^'dent că centru' ’ instantaneu este situat în punctul de contact al cercului cu dreapta La această mișcare» punctul A, situat pe ruleta va descrie o cicloidă; punctul D situat ш eriorul cercului, via descrie curba denumită eiefoidâ pre~ Studiul analitic al mișcării solidului scurtată sau trohoidă; punctul В aflat în afara cercului, va de- scrie o curbă, reprezentată în fig , denumită cicloidă alungită Ambele cazuri studiate pot fi considerate cazuri particulare ate cazului unui cerc care se rostogolește fără alunecare pe un alt cerc; razele cercurilor, in general pot fi luate arbitrar Centroida mobilă, in acest caz poate atinge pe cea fixă în interior sau în exterior în ultimul exemplu dat, centroida fixă a fost dreaptă, adică o circumferință cu raza infinit mare Dacă schimbăm rolul centroidelor, adică centroida fixă o facem mobilă, iar centroida mobilă o facem fixă, atunci această schimbare a rolului centroidelor se numește inversarea mișcării Deoarece la inversarea mișcărilor, mișcarea relativă a punctelor ambelor plane va fi aceeași, indiferent care centroidă va fi considerată mobilă și care fixă, este evident că în primul exemplu studiat fixînd într-un punct oarecare al planului legat de cercul mic un cuțit, și luînd cercul mic drept centroidă fixă, vom găsi că datorită mișcării planului legat de cercul mare, cuțitul îl va tăia după o elipsă Pe această proprietate, se bazează strungurile pentru fasonatul materialului în formă de elipse Un astfel de strung a fost propus de renumitul pictor si siaviant Leonardo da Vinci ( — ) Trecînd de la mișcarea figurii plane la mișcarea plan paralelă corespunzătoare a solidului, evident că în locul centrelor de rotație, trebuie să considerăm axele de rotație, perpendiculare pe planul figurii și care trec prin centrele de rotație In acest caz, vom obține suprafețe cilindrice, numite axoide Astfel mișcarea plană paralelă a unui solid, se poate obține prin rostogolirea fără alunecare a unei axoide cilindrice mobile pe axoida fixă Alte detalii privitoare la acest procedeu de cercetare geometrică a mișcării plan paralele a sodiului se pot găsi în cursurile speciale de cinematica mecanismelor § Studiul analitic al mișcării plan paralele a solidului Viteza După studiul geometric al mișcării plan paralele a solidului, vom trece la studiul său analitic și, ca și în paragraful precedent, vom considera mișcarea figurii plane în planul ei, ca reprezentînd mișcarea pllan paralelă a solidului Deoarece studiul mișcării unei figuri plane în planul ei se reduce la rîndul lui la studiul mișcării în plan а В unui segment de dreapta luat pe această figură, vom examina pe figura plană, -uni segment oare- » f Mișcarea plan paralelii a solidului * — - - T- — -и «Г i - ' care de dreaptă AB (fig ) Vom luia în planul se deplasează figura plană, im punct oarecare fix O șl v i punctul O cu punctele A și / prin vectorii / î- TÎ vom nota prin r vectorul AB Avem: p-m+ (ЮЛ) La mișcarea figurii plane, vectorii p și ?a vor varia, fn general si ca modul și ca direcție, iar vectorul r via varia numai ca ’ - distanța constantă timpul ambii mem- direcție, deoarece modulul său este egal cu dintre punctele A și B Derivînd în raport cu bri ai relației ( ) obținem: avea u=s ~ Fig de rotație în jurul punctual' fi egală cu zero, atunci mm ігяпчілНп л trebuie să rezolvăm ecuația vectorială de mai sus In statică am văzut că o soluție a acestei ecuații nu va fi univocă; în adevăr, dacă am obținut vectorul r', atunci vom avea și alte soluții de forma r’+d, unde a este un vector arbitrar, paralel la vectorul c,v adică perpendicular pe planul de mișcare al figurii, deoarece datorită paralelismului vectorilor Mișcarea plan paralelă a solidului^ După cum se vede ușor din fig , vom avea r—r'=AB— —ĂC=CB; de aceea, găsim: v=а» X CB, ( ) adică, viteza punctului В într-un moment dat este la fel ca in ca* zul cînd punctul В s-iar roti cu viteza unghiulară în jurul punctului fix C Astfel, ajungem analitic la definiția centrului vitezelor sau a centrului instantaneu de rotație, și anume: Centrul vitezelor, centrul instantaneu de rotație sau polul instantaneu se numește acel punct din planul mobil, a cărui viteză la un moment dat este egală cu zero Vom trece în formulele ( ), ( ) și ( ) de la notațiile vectoriale l'a cele analitice, și vom folosi două sisteme de axe ortogonale de coordonate, așa cum se va proceda totdeauna la studiul mișcării solidului; anume, un sistem fix de axe de coordonate cu originea în punctul O, sistem așezat în pjanul fix, pe care se mișcă figura piliană, și un sistem mobil de axe de coordonate, cu originea în punctul A, sistem legat invariabil de figura plană mobilă Sistemul fix al axelor de coordonate îl vom notă prin ОхіУі, iar sistemul mobil prin Axy Vom nota vectorii unitari care determină axele fixe de coordonate prin A și /i, iar vectorii unitari care determină taxele mobile de coordonate, prin i și j ■ Evident că vectorii i\ și Д sînt constanți iar vectorii i și / sînt constanți ca modul dar variază ca direcție deoarece ei se rotesc o dată cu axele mobile Axy Diacă am fi construit și axele Oz și Az, atunci aceste axe fiind perpendiculare pe planul de mișcare al figurii plane, ar fi partalele între ele și noi am avea ki—k Prin urmare, și unde « este proiecția vectorului pe axa Oz sau pe axa Az Vom nota proiecțiile vitezelor од și v pe axele Ox\y\ și Axy respectiv prin: (ѵд)х,, (ѵд)у,, (ѵл)х, (ѵд)у; Ѵх,, Ѵу, ; Ѵх, Ѵу Vom nota prin ța, b) și (xb yx) coordonatele punctelor A și В în raport cu axele Охур; prin (x, y) coordonatele punctului В în raport cu axele Axy; prin (xb y\,) și prin (x’, y') coordonatele centrului instanta'neu de rotație C respectiv în raport cu axele Ох,У) și Axy Avem: (^ЛІх +Уі^ѴдІу,, Vy,, Ѵл =■ l (Ѵд)x + Jj (Ѵд )y; v •= + JVy r se vede, că: Din * • Studiul analitic al -mișcării solidului - • - - /■ - - ~ T Z- - Trecînd de la formulele vectoriale ( ), ( ) și ( ) la cele analitice, in sistemul fix de coordonate Oxiyt, vom avea w Уі Ѳ=й(ѵА) о х\—а Уі U O) Яі ~ ( ) Egalînd între ei coeficienții vectorilor unitari de același fel in părțile din stingă și dreapta acestor formule, vom obține din prima formulă:- ; • = — ( Vi i ы (Хі—a)', J ■ din-a doua vom obține: f > • / * i * * * • • \ > • • «ț M * * X = (ѵа) ѵ,-о)(Уі й),| О'=’(ѵд)у —w (xj —a); J ' ' * \ • • ■ • • • • • " ' , ’ к \ '/ *»* * s Ч'- '» г * s / • * ) ) a e cen rulut instantaneu de rotație C în raport cu axele fixe de coordonate din aceste formule obținem: ( ) Deoarece la mișcarea unei figuri plane, mărimile a, b, (va)X , (ѵл), aU - / ~ -I - >- V = Iw| V(Xi-XÎ) +(y -J/ÎF • > X ’ • ' ’ / • • ’Л Z -• •** Г ** • ‘ « F • • к — • Л * w ~ • X - Dar expresia oare stă sub radical este pătratul distanței de la punctul В pînă la centrul instantaneu C, adică lungimea CB De aceea vom avea: • t v=i iC , ( J Vedem încă o dată confirmarea formulei ( ), iar formula ( ) poate fi exprimată în felul următor: modulul vitezei punctului В este egal cu produsul modulului vitezei unghiulare de rotație a figurii plane, cu distanța de la punctul В la centrul instantaneu de rotație Din comparația formulelor ( ) și ( S ) rezultă că vectcrul viteză al punctului В este astfel ca și cum în momentul considerat figura plană s-ar roti cu viteza unghiulară ы în jurul punctului C, considerat fix, precum s-a mai indicat cu ocazia formulelor ), Pentru a evita orice nelămurire, vom sublinia că punctul C în realitate nu este fix; putem doar să * /' Studiul analitic al ndșcdrlt aolidulai afirmăm că în momentul dat viteza lui este egala cu zero, dar mai ios vom vedea ca accelerația pmictiilni C, în genera' * nu este egală cu zero De aceea, daca în momi nl nl dat punctul C este centru instafttanen de rotație, atunci, intr-un interval de timp infinit mic, deplasarea l'ui va fi infinit mică, cel puțin de'ordfnul doi, fn limp ce deplasările tuturor celorlalte puncte ale figurii plane vor îi infinit mici de ordinul întîi - Pentru a lamuri cele afirmate mai înainte vom examina o deplasare infinit mică a unui punct care se mișcă în linie dreaptă Presupunem că punctul se mișcă pe dreapta Ox după legea x==f(f) și în momentul tg are coordonata Zg, astfel că vom avea Xo=/'((o) Să găsim coordonata x a punctului după un interval de timp infinit mic A, adică în momentul Z=t +h; vom avea: x=;s(/ +A) Dezvoltînd partea dreaptă în serie taylorfană vom obține: г (^o)+ț~ /,/ (îo) + j /"' (A>)-H , sau / / З ^^-Vo+AVo+j— ao+j / ”' » unde t'o—f'(fo) Și oo=/"(/o) sînt viteza și accelerafia punctului în momentul t = t Dacă viteza punctului în momentul tg nu este egală cu zero, atunci deplasarea x—x a punctului, este un infinit mic de ordinul întîi Dacă însă oo= , atunci deplasarea x—Xg a punctului, pentru «o^ este un infinit mic de ordinul doi Dar, dacă și accelerația «o în momentul tg este de asemenea egală cu zero, atunci deplasarea punctului într-un interval de timp infinit mic h, va fi în general un infinit mic 'de ordinul trei etc Trccînd de la formulele vectoriale ( ), ( ) și ( ) în sistemul mobil de coordonate Axy, vom avea: «-= / (Va) x + / (ѵл )y + к У A ( > ( Mișcarea plaîl paralela a solidului Egalînd între ei coeficienții vectorilor unitari de acela'și fel, în partea stîngă și dreaptă a acestor formule, vom dbține din prima formulă; ’х = (Ѵд)і wy, I (ѵд)у+ч>х; j Vy ‘ din a doua vom obține: О=(ѵд)х — u>y ( ) în sfîrșit din a treia formulă găsim: Vx== “O)(y~yr Vy = + Ы (X - x’ ** * •• * ■ '• * w V л • ■* Alt ** Л Formulele ( ) determină coordonatele centrului instantaneu de rotație C în raport cu axele mobile de coordohâte A xy‘, din aceste formule obținem: - ( ) y' = J ( ) И) J Deoarece în mișcarea figurii plane mărimile (і’д)х > (Ѵд)у și w sînt funcții de timpul t, atunci din formulele ( ) vom avea: *'=Ж, У^ф( - Din aceste formule se poate vedea, cum variază în timp coordonatele centrului instantaneu de rotație C în planul mobil Eli-minînd din ele timpul t, obținem ecuația centroidei mobile sub forma: • ; Din formulele ( ), vom obține modulul vectorului viteză al punctului B, ridicîndu-le la pătnat și adunînd, și anume: * adică ajungem la formula ( ) Ca exemplu de determinare pe cale analitică a ceiitroidelor, vom examina următoarea problemă O bară rigidă ДВ, se mișcă, pe un plan fix, fiind tot timpul tangentă la o circumferință fixă i yi — Xî Ci g a Deoarece Studiul analitic al mișcării solidului (C) cu raza egală cu a, și rezemîndu-șe cu capătul său, A pe o dreapta fixă Oxb care trece prin centrul O al acestei circumferințe (fig ),Conform celor expuse mai sus, pentru a găsi poziția centrului instantaneu de rotație C, vom duce normalele în punctele Л și £ la curbele (C) și Oxi; aceste normale se vor intictăia intr-un punct oarecare C care va fi chiar centrul instantaneu de rotație Vom construi sistemul fix de coordonate Oxtyt Fig Șl sistemul mobili de coordonate Axy, cum se arată in fig Vcm găsi coordonatele (xf, yț) și (x', y) ale punctului^ respectiv în raport cu 'axele Ox' y’ și Axy, exprimate în funcție de unghiul a de înclinare al dreptei AB în raport cu dreapta Ox- Avem: ' x'^-OA, yi = AC Din Л OEA si Л AOC, obținem: ' - ' z > / > f î a sin COS * — sin * • *- j Ш \ ' I ,• ‘ • f • ' Mișcarea plan paralelă a solidului •» / » - v - - - ■- ' - - ■— , а , și că dacă x’ tinde spre fe®iriife t'irid-:spre ^se- menea și mărimile y[ și • % • • • ' а, я — • в^ж •’ • * * departîndu-se la infinit în-sus și la dreapta punctului D, tinde căhe o direcție paralelă ’Ja axa Oy{ Vom observa că valorile ==^ = satisfac de asemenea ecuația centroidei, iar acest punct O este un punct izolat al curbei Să determinăm ecuația centroidei mobile, din triunghiul ABC: i- Vom observa că valorile O este un punct izolat al curbei F * -X f Я* ** •' "Xl > , e r * - v '“-«hi " V avem: Deoarece vom obține: adică; y' a Studiul analitic al mișcării plan paralele a solhluhii Prin urmare ecuafiia y, ^ax reprezintă centroida mobilă, care va fi o parabolă cu parametrul egal cu o > ce are ca axa dreapta Ax De aici rezultă că mișcarea planului mobil, legat de dreapta AB, poate fi obținută prin rostogolirea fără alunecare a parabolei y' = ax' pe curba de gradul patru: § Studiul analitic al mișcării plan paralele a solidului Accelerație Pentru a obține accelerația punctelor unei figuri plane, este suficient să se derive în raport cu timpu’J ambele părți ale relației ( ), vom avea: dv dvA d - -=dt= ^dF+~dt * > - " sau Deoarece vom obține Z-* Л ‘ ХГ); ■ Aplicînd ultimei egalități formula ( ), vom avea: (O • Deoarece w±r, găsim (§ ): • ’ —Л dr ■ -ar ^W r cit prin urmare, vom avea: t/u) W— •-•^ dt' ( ) e * У t ■ ă'- I л j \ л ț> ,rk • I » x Г к , | - Această formulă ne dă posibilitatea de a ca’Jcula accelerația unui punct oarecare іаі unui solid aflat în mișcare plan-panalelă^ în ♦ T ■ ’ Л • МІ^'ПГСЛ рІПП рЦІ’ІІІОІЙ П НОІЙІІІІІІІ «*?>***рл [/j (xi-m)+ji (у I zz)] De aici, egalînd între ei coeficienții lui i’i și j\, vom obține: ’ w (Од)х, (Уі г-п) —w (xț—m), * • * w • ~(fȚ (Xi—m)—w (yț — n) Vom găsi de asemenea un punct E, a cărui accelerație în momentul dat este egală cu zero Notînd coordonatele acestui punct E ziZ^?-îrt cu iaxe^e f’xe de coordonate prin și din formatele ( b), vom avea următoarele relații: • ( > vom avea următoarele relații: “=(Пд)х, ( A / \ I d(l) >! (І П Studiul analitic al mișcării plan paralele a solidului Rezolvînd aceste ecuații în raport cu diferențele (?i (r(I—n) vom obține: {аА)х^-{аА)уГ^ C î — (И ~ - —mt (ал)хІ-^ + (ад)уЛ n, - Л = — - Ш +Ы Din aceste formule este ușor de găsit coordonatele ?i și r,i іаіе punctului E, a cărui accelerație în momentul) dat este egală cu zefo; punctul E se numește centrul accelerațiilor Comparînd expresiile coordonatelor?! și ale punctului E cu expresiile coordonatelor x'i și y'i ( ) ale centrului vitezelor C, vedem că centrul vitezelor C și centrul- accelerațiilor E sînt în general puncte diferite, adică în punctul C care reprezintă la momentul dat centrul vitezelor, viteza în acest moment va fi egală cu zero, accelerația a din form u leite- ( ) formulele ( ), însă va fi diferită de zero (§ ) Vom scădea termen cu termen ,-vom avea:'/'- • ' Pentru a găsi modulul a al accelerației a, ridicăm la pătrat formulele ( ), adunăm rezultatele și extragem rădăcina pătrată din ambele părți aîe ecuației obținute; vom obține: Deoarece suma (xîi—?i) +(z/i—ni) reprezintă pătratul distanței de la punctul В pînă lia punctul E, adică este egală cu BE , atunci din ultima formulă găsim: , Comparînd această formulă cu formule'Je ( S ) și formulele ( ) eu formulele ( ), constatăm că pentru accelerația punctului В se obține aceeași valoare, oare ar rezulta dacă pune- Mișcarea plan paralelă a solidului >- - - - - ■ — - — > ■ ■ ■ • tul E ar fi fix și punctul В s-ar roti în jurul’ punctului E cu vi-teza unghiulară ю Prin aceasta se explică denumirea de centrul accelerațiilor, dată punctului E Țrecînd de la forma vectorială ( ) la cea analitică în Sistemul niobil de coordonate, vom avea: dt» — — De aici, egalînd între ei coeficienții lui i și /, vom obține r *■ dm dx (&A )x av= ( Оа)у +^x-» y ( ) Nctînd coordonatele centrului accelerațiilor E în raport cu axe’ fe mobile de coordonate, prin C și ' avea următoarele relații: din formulele ( ), vom =(^a)x—ы • • w "** * " *" • К wXw îr* * • I ** X V- (ș) + ■ ■■ - » * zdu>\ л Ч/Z / Comparînd aceste formule cu formulele ( ) pentru coordonatele (У, p') ale centrului instantaneu C în raport cu sistemul mobil de axe de coordonate, concludem încă o dată că punctele C -și £ — centrul instantaneu și centrul accelerațiilor, nu coincid' între ele у Observăm că pentru viteză și accelerație, formulele în sistemul mobil de coordonate și formulele în sistemul fix, au avut ca baza aceleași formule vectoriale In aceasta constă una din cauzele avantajelor notațiilor vectoriale, deoarece în notațiile analitice, am fi nevoiți să deducem separat chiar de la început formulele în sistemul fix de coordonate și formulele în sistemul mobil, adică pentru fiecare sistem de axe de coordonate, trebuie să facă calcule chiar de la început, § Aplicații Din cele expuse în paragrafele precedente, rezultă că dacă ne sînt cunoscute pozițiile centrului instantaneu și viteza unghiulară la un moment oarecare:, putem găsi pentru acest moment vitezele tuturor punctelor figurii plane Să presu- «cest r ' punem că C este centrul instantaneu, se cere să se găsească vitezele punctelor A și B Știm că Уд = СА - și ѵв=СВ-ч>, unde CA și CB sînt dreptele ce unesc centrul instantaneu C și punctele - și B Ducînd din punctele A și В perpendiculare pe dreptele CA și CB în sensul rotirii figurii plane și luînd pe ele segmentele CA- uși CB - a vom găsi vectorii viteză va și vb- Să examinăm cîteva exemple: Să presupunem că segmentul A A alunecă cu extremitățile sale pe două drepte perpendiculare între ele Ox și Oț/ (fig - ); se cere să se găsească viteza punctului К al acestui segment Unind centrul instantaneu C cu punctul К și luînd pe perpendiculara pe dreapta КС în punctul К segmentul cu lungimea CK ■ w, vom găsi vectorul viteză vk al punctului /( Deoarece vectorul dr al unei deplasări infinit mici este egal cu vectorul viteză înmulțit Ш П Mișcarea plan paralelă a solidului V cu diferențiala timpului, adică dr—vdt, vom găsi totodată și deplasarea infinit mică dr a punctului K, astfel cum se arată in fi Ил V c dreptele CA și CB,' ele vor îi egale e Ca, ? Unind între ele punctele a și b printr-o Presupunem "cT* triun^lul care se numește planul we-zelor P & vrem sa aflam viteza unui punct oarecare D al ’ -кы Mm ihieom '!(/ ||Л/Л Alunei flegiiionlul Cil va reprezenta vltc/л punctп mg же t-r іці • i î * * лгу * ’ • • * Vi o* rte •o Fig denumirea ’w • 'У • : ■: U ' Deoarece avem: vo , ■ са"*! ’ adică vq demonstrat Vedem, că dacii cunoaștem triunghiul oricărui punct al figurii plane; așa se explică plan ni vitezelor, care se dă triunghiului Cab , Un exeinp’Ju de două conuri, astfel încît primul corp limiteze mișcarea celui de-ial doi eia, și al doilea sti limiteze m’iș — | t, vom avea deci: |i Cd, ceea ce era de Cab, putem găsi viteza sa f Mișcarea plan paralelă a solidului carea primului, se numește cuplu cinematic; corpurile componente a’ le cuplului cinematic se numesc elementele cuplului Pentru ca licitarea mișcării reciproce a elementelor să poala avea Joc, este necesar ca acestea să fie în contact; formele, geometrice după oare se produce acest contact se numesc legaturile cuplului^ cinematic Cuplurile cinematice se numesc inferioare, dacă legăturile lor sînt suprafețe și se numesc superioare, dacă legăturile lor sînt curbe sau puncte Un cuplu cinematic inferior, la care un element are în raport cu celălalt numai o mișcare de translație, se numește cuplu de translație; un cuplu cinematic inferior la care un element are în raport cu celălalt element numai o mișcare de rotație, se numește cuplu denotație; un cuplu cinematic la care un element are în raport cu celălalt element numai o mișcare elicoidală, se numește cuplu elicoidal Primul cupllu ni- putem imagina de forma unei prisme pe care alunecă un corp cu un locaș pe o suprafață prismatică Cel de-al doilea cuplu se poate imagina ca fiind format dintr-o bară cilindrică peste care se îmbracă un corp cu o gaură cilindrică care se poate doar roti în jurul primului corp fără a putea avea o mișcare de translație de-a lungul barei cilindrice In sfîrșp, al treilea cuplu poate fi rea’liziat printr-o piuliță cu un filet elicoidal, montată pe un șurub Evident că aceste cupluri permit să se inverseze mișcarea, adică, de exemplu, în primul cuplu, de a lăsa corpul fix și a deplasa prisma care trece prin el Dacă - mai multe cupluri cinematice sînt legate între ele, astfel încît fiecare element nu intervine mai mult decît în două cupluri cinematice; atunci acest sistem de cupluri cinematice se numește Zn/rț cinematic simplu Dacă fiecare dintre elementele unui cuplu cinematic simplu, intervine în două cupluri cinematice, atunci acest lanț cinematic simplu se numește închis, dacă însă la un Lanț cinematic, simplu sînt elemente care nu injtră decît într-un singur cuplu cinematic, atunci acest lanț canemiatic se riumește netnchis Dacă, la mișcările date ale unuia sau mai muVor elemente, toate celelalte elemente au mișcări complet determinate, acest lanț cinematic se numește mecanism Studiul • lanțurilor cinematice și al mecanismelor poate fi găsit în lucrarea »'m I I Artobo' evski „Teoria mecanismelor, și mașinilor", La teoria matematică a mecanismelor ia contribuit în mare мае / J’ matematician, acad Pafnutie Lvovici Cebîșev (— ), care ocupîiidu-se inițial doar cu problemele teore-nrnhu^Leni'at lce’ ?/’a ,pus nifli pe urm« « rezolvat,adeseori, probleme matematice legate de practică С+ b Atunci din fig (/) după proprietățile laturilor triunghiului, avem: a—d^c—b; din fig ( ) obținem: a+d adică manivela, trebuie să fie cea mai mică dintre elementele d și b Deoarece am presupus că ă">d, c>b, și am găsit că b^d, de aici rezultă că manivela va fi cea mai mică dintre cele patru elemente Cele două inegalități precedente se mai pot reprezenta a d^ c “I" b Indiferent de faptul că elementul a este mai mare sau mai mic decît elementul c, amîndouă aceste inegalități vor fi satisfăcute, cu condiția ca suma dintre elementul cel mai mare și cel mat mic să fie mai mică sau egală cu suma celorlalte două elemente Ipoteza c • * I > • > Г* Л- * ' * Mișcarea plan paralela a aolklului - * țr * • i •> ” a Pentru ca un element al unui mecanism cu patru elemente ști fie manivelă, este suficient ca acesta sa fie cel mat mie dintre ( ) w w * * е ’ ж * “-А * J > * • / • * ' c u Nu ne-am folosit de aceste inegalități deoarece ele duc lâ inegalități evidente, care sînt totdeauna satisfăcute: a+bA-d^c Să examinăm mișcarea bielei CD (fig Q) Punctele C și D, -care aparțin barelor BC t ' ' " “ Fîg și AD ,și care sînt in aicelași timp și capetele bielei CD, descriu prin mișcarea lor, arce de cerc cu razele egale cu b și d, cu centrele în punctele В și A Prin urmare, în baza § , centrul instantaneu al vitezelor O, al bielei CD se află în punctul de intersecție O al normalelor la aceste circumferințe duse g punctele C și D, adică în punctul de intersecție al prelungirilor barelor BC și AD Vom lua un punct oarecare К al bielei CD și vom găsi viteza lui Vk Conform celor precedente, modulul acestei viteze este egal cu Г : OK, unde Q este, valoarea absolută П Aplicații — - - a vitezei unghiulare de rotație a bielei, iar direcția vitezei punctului /( va fi perpendiculară pe dreapta OK, adică: , Vk = /z° • OK, unde n° este vectorul unitar perpendicular pe dreapta OK- Pentru a determina viteza unghiulară Q , vom aplica formula precedentă unuia din capetele bielei, de exemplu, punctul ЦІ D; vom obține pentru modulul vd al vitezei punctului D, expresia: I • ' ■ ■ ’ * ■-Г|’г V£>=fl • OD Pe de altă parte, pentru modulul io al vitezei punctului/), avem: \ V• AD, iar viteza unghiulară ы este totdeauna cunoscută, deoarece ea ni se dă prin regimul de mișcare al mecanismului Din aceste două egalități obținem: • sau AD MOD Prin urmare, vom avea: - OK în acest fel, viteza punctului arbitrar К al bielei, se determina printr-o relație simplă dintre lungimile barelor mecanismului La executarea acestei construcții se poate întîmpla ca punctul D șă fie atît de îndepărtat, încît nu încape în limitele desenului Evident, că aceasta se va întîmpla atunci cînd barele BC și AD sînt aproape paralele între ele Pentru determinarea vitezei punctului К al bielei, în acest caz, vom duce dreapta йі’ЦВС și vom prelungi biella CD pînă la intersecția ei în punctul E cu dreapta AȘ- Vom obține triunghiul AED asemenea cu triunghiul OCD, ca triunghiuri avînd laturile paralele două cîte două* Luăm pe dreapta ED un punct L astfel încît să ave m: ■EL CK ld~~kd ~ Mecanica icorotlcA, l Mișcarea plan paralelii a solidelor De aici avem: CK LD sau adică LD cd~kd' Din asemănarea triunghiurilor AED și OCD găsim: CD OD~ Pe baza proporției precedente, vom avea: ■■ AD LD OD KD’ sau AD CD LD KD* De aici conchidem că triunghiurile ALD și OI\D, lavînd cîte un unghi egal cu vîrful în punctul D cuprins între laturi proporționale vor fi asemenea între "ele Deci? trebuie să avem: OK KD OD AL LD De aici vom avea: AD Introducînd această valoare în expresia precedentă a vectorului viteză vk al punctului / -v, > * л u' W'K ч * x • * * • * • v p lungirii lui OB cu perpendiculara în punctul A coordonatele punctului C prin (xț, y'), unde: Jb V x\ = O A, yj = AC pe dreapta Ox{; not ă m Vom introduce notațiile OB = a} AB = b, £ BOA—а, f BA =fi Făcînd desenul pentru diferite valori ale unghiului a este ușor să ne convingem că pentru valorile unghiului a situate în primul și • în al treilea cadran vom avea y\> , iar pentru valorile unghiului a situate în al doilea și al patrulea cadran vom avea y\ •«* ■*****| x concludem că în partea dreaptă trebuie să vom avea: sau: se ia semnul plus Astfel, / Kj COS (p| —( — П ) =: "|“ ОГ| COS cpj , I ♦ b —a YI ~ V r{(r^ a) Deoarece pentru cpj > , vom obține ecuația centroidei fixe în coordonate polare, sub forma definitivă: b - a V rf(r;- a) Să trecem acum la determinarea ecuației centroidei mobile/ notînd prin (x'f y') coordonatele centrului instantaneu C în raport cu sistemul mobil al axelor de coordonate ortogonale mobile Axy Avem: AC =* O A • tg a; x' = ACcosp, /=ACsinp, prin urmare: x' = OA • tg a cos p, / = OA • tgasin fk Introducem coordonatele polare (r\ q/) ale punctului C după formulele: x't=r'cos î = y> ?'=s Nu vom reproduce calculele care nu prezintă dificultăți pentru valorile unghiului a in celelalte cadrane ; WoU%S? fie prevăzut cu un vîrf ascuțit, deoarece vîrful va zgîria și, astfel, va deteriora suprafața de aceea, știftul se termină printj>o emisferă al cărei diametru este egal cu diametrul știftului De aici rezultă eroarea care se observă pe fig ; anume, dacă știftul s~ar termina printr-un vîrf, atunci el ar indica raza CA a corpului, pe cînd el indică în cu o emisferă, rezemîndu-se pe ale corpului măr pur gratie Dacă vom așeza curba L> cum se - - în stingă curbei L; vom Г ? да$Й л *Й£ *®Й' ' »Ж« № ■т*“ Й desena aceste arce de cerc Efectinnd asemenea Fig Fig curbei L și găsind înifășurătoarea L’ curba de intersecție L' a suprafeței suprafața căutată trebuie să fie o construcții pentru mai multe puncte ale a acestor arce de cerc, vom găsi astfel căutate cu planul desenului Deoarece suprafață de rotație, ea se obține prin rotirea curbei L' în jurul axei Д Să se rezolve problema analitic, dacă b Sa se rezolve problema analitic, dacă p=/(a) este ecuația curbei L, unde a sînt abscisele iar p ordonatele punctelor ei 'Dacă raza emisferei capătului știftului este Rf atunci ecuația cercului care are centrul într-un punct oarecare Or(a -|- ?, g) și care trece prin punctul A al curbei va fi: (x - a - Rp+[y -/ (a)] =# , F' (a) = (x—a - R) + Гу / (a)] # = o vom^btme - aCeSt°r cercuri’ eliminînd a din ecuațiile F(a)=O sau F'(° ) = (JC-“-/?) -[y-/(a)]/'(a):= întrucit f (a)=tgq> în care cp este unghiul format de tanoenb m punctul A cu axa Ox, iar în ecuația F (а) Л putini! June X-a-/? = /?costu, y /(a)= ?slnw de ™ * ■ «f* ™ la curba L atunc/î din sau COS W-l-sin ) tg l'htg Ф tgcpe Exemple Din această ecuație rezultă că raza R, dusă în punctul de tangență al certului la curba L\ este perpendiculară pe tangenta la curba L dusa din (fig ) Notînd unghiul cercului cu curba //, cu vom obține: punctul Л, adică trebuie să avem: to —^-Еф format de raza R, dusă în punctul de tangentă direcția O\A prin & , atunci vom avea co = rc — $•, Astfel, vom avea: trebuie să se măsoare De aici rezultă că pentru construirea curbei L' unghiul £ —cp pe care îl formează tangenta la curba L din punctul A, cir axa Oy și sub acest unghi să se ducă raza OXK=R, după cum se arată în fig ; atunci punctul К va fi un punct al curbei L' Făcînd această construcție pentru diferite valori ale ordonatei ₽ vom obține punctele curbei L’ O bară dreaptă DB, care se poate roti în planul тс în jurul punctului D, are la capătul B, atașată la ea, o figură plană S, situată îrr plan și mărginită de curba (C) cum se arată în fig O bară cotită, AQPMM, care se poate roti în același plan în jurul punctului A, se reazemă cu capătul ei M de curba (C) care limitează figura S Bara DB formează -unghiul cu dreapta AD, iar bara AQ, unghiul g Să se găsească o astfel de formă a curbei (C), încît între unghiurile și ț să existe o dependență funcțională dată, adică fiecărei valori a unghiului ț să-i corespundă o anumită Valoare dată pentru unghiul fi si invers Se dau AD = L, PN=n f z* - « ‘•к • e ’ ж—— Din triunghiul DMR avem: — tg Ț ~ V sin p' — (L — Г cos z) tg y Z’(sinp'cos y -cos£' sin Y)—£sinY ’ -adică ajungem la formula / — • -tgo) tgY ^ cos Y~Z'cos(g' -Y) cos Y“^ cos (₽ -y -$) tgw—tg y ~/'sin (P' -y)—sin Y~ Zsin(p -Y - ) —A sînY -iJe aici vom avea: +tg (o tg Y cos T~[CQS (P -y) cos ф-sin (g -Y)^ &тф] tg w—tg sin (^y) cos Ф + cos (P -y) sin ф-£ sin y ~ L cos —(/ i -h ) cos ( -y) - sin (P -y) ”“(n -n )sin (Ș -Y) - eos (P -y)“£ sin y Din expresia lungimii p vom găsi: - tg o) tg Y cos Y ~ Ch - n ) cos (P - y) - $ sin (g - y) tg со — tg Y P în acest fel, vom avea: DRi= L cos y — (Лі + ^ ) cos (p - y) + sin (p - y)> și obținem; , л x=Z, cos y ” sin (Р ~т)~'(лі -^ ) cos (P "y)— ' ’ ocupe poziția a ///-a considerată infinit apropiată de poziția a -a Evident, că prin această a doua rotație, canalul din solid format de axa ОС, se va deplasa în spațiu față de dreapta ОС care reprezintă poziția inițială a axei de rotație în spațiu Scoatem apoi din solid această bară și va rezulta un aii doilea canal în corp, infinit de îngust, care trece și el de asemenea prin punctul fix O Mai departe, rotind solidul în jurul următoarei poziții infinit de apropiată a axei instiantanee de rotație, vom străpunge corpul de-a lungul lui OC cu o bară și rotim corpul în jurul acestei bare cu un unghi infinit mic, astfel încît corpul să ocupe а IV-a poziție considerată, infinit de apropiată de poziția a // -a Evident, că la această a treia rotație, canalul din corp format de axa OCi se va deplasa fiață de dreapta fixă în spațiu OCit care reprezintă a -a poziție a axei de rotație în spațiu, și primul canal în corp se va deplasa față de dreapta fixă în spațiu ОС Scoatem după aceea din corp acea bară infinit de subțire, în urm;a căreia va rămîne în solid un al treilea canal infinit de îngust care trece-prin punctul fix O, și așa mai departe Dacă dimensiunile solidului sînt astfel încît axele instantanee nu întretaie corpul, atunci putem totdeauna să ne imaginăm dimensiunile solidului într-atîta mărite, încît axele să treacă prin solid Continuînd aceste raționamente, vedem că locul geometric al canalelor din interiorul solidului, care reprezintă locul geometric all axelor instantanee de rotație, față de solid, reprezintă de asemenea o suprafață conică cu vîrful în punctul fix O al solidului Prin urmare, locul geometric al axelor instantanee de rotație, în solid, reprezintă o suprafață- conică care se numește axoidă mobilă Să ne imaginăm că sfera fixă, amintită mai înainte, pe care se află curba sferică (Г), este învăluită de o sferă mobilă fixată rigid de figura sferică mobilă limitată de conturul ( ) Evident» că această sferă mobilă va fi solidar legată și de solid și alunecarea ei pe sfera fixă va determina mișcarea solidului Această sferă mobilă, care învăluie sfera fixă și alunecă pe ea, este perfect analogă cu planul mobil care alunecă pentru planul fix (§ ) Locul geometric al axelor instantanee de rotație din solid, adică axolda mobilă, întretaie această sferă mobilă după Mișcarea de rola (ie a solidului o curbă sferică oarecare (Г) Aceste curbe sferice (Г) și (Г') sînt perfect analoge cu baza și ruleta din problema plana Nu este greu de dovedit că determinind cui ba (Г),^ adică urmele axelor "instantanee de rotație pe suprafața sferei iixe ^și unghiurile infinit mici de rotație ale solidului rigid, se pot găsi urmele axelor instantanee de rotație pe sfera mobila, adica curba (Г) Nu vom da aici aceste raționamente, deoarece acestea sînt v ‘ analoge cu raționamentele fa- la fig , cu л/ singura deosebire că pretutin- па еГе punctului A în ra-^ moinba fbl ? de coordonate’ Prin (x, z/, г) Deoarece care а mmciimra U U*ir vectorul viteză unghiulară, atunci, evident ca viteza v a punctului A, se poale calcula în Inrzn ria(l('naiiicnlclor din § , astfel, și aici se poate aplica СІГ • л formula (І Б) șl vom obține pentru viteza v— - -г a punctului A, expresia: ( ) Deosebirea dintre formula ( ) și formula ( ) constă numai in faptul ca în ( ) putea varia cu timpul numai medului vectorului , direcția vectorului w rămînînd neschimbată, în timp ce în formula ( ) vectorul ы poate varia și ca mărime și ca direcție La fel ca și în § , din formula ( ) rezultă că: Viteza unui punct al unui solid cu punct fix este egală cu produsul vectorial dintre vectorul viteză unghiulară instantanee de rotație a solidului și vectorul de poziție al acestui punct, dacă originea sistemelor de coordonate se alege în punctul fix De aici, ca și în § , rezultă că: V/feza unui punct, al unui solid cu punct fix, este egală cu momentul vectorului viteză unghiulară în raport cu acest punct Nu este greu de trecut de la formula vectorială ( ) la formulele analitice, atît pentru sistemul axelor mobile cit și pentru cel al' axelor fixe de coordonate Pentru aceasta considerăm: * • * * ** *• ■ ** * ' * ’ ' X , ' “ * w * •* / ’ r» / • * • v^i iVxj +/ Vyt + Я " * ‘ b * ж Л— * ■* '• I» , ** m a • * *' 'I * •* ■" * Ш * r==sh ,+ i У i +^ ^ = ix~*r jy-\-kz ! — Trebuie subliniat aici următoarele Vectorii unitari гь /ь kx, mă-sunați pe axele fixe de coordonate, vor fi constanți ca modul, direcție și sens, și de aceea, derivatele lor în raport cu timpul vor fi egale cu zero Nu , tot așa va fi situația cu vectorii unitari i, j, fi; modulele acestor vectori sînt constante și egalie cu unitatea, dar direcțiile acestor vectori variază, deoarece ei sînt situați de-a lungul axelor mobile de coordonate Ox, Oy, Oz, care se mișcă împreună cu solidul; de aceea, derivatele acestor vectori /, ii, în raport cu timpul nu vor fi egale cu zero Mai departe, coordonatele (xb ț/i, zt) ale punctului A vor fi funcții de timp, deoarece în timpul mișcării solidului, punctul: Л se deplasează în raport cu axele fixe de coordonate coordonatele însă axele fixe de coordonate OxiihZi; coordonatele însă Mișcarea de rotație a solidului (x, у z) laie punctului A vor fi constante, deoarece axele mobile de coordonate Oxyz se deplasează împreună cu sodiul, punctul A aparține solidului, și, de aceea, poziția punctului A în raport cu axele de coordonate mobile Oxyz, nu va varia Din formula ( ) avem: i i +/i * 'Vi = / x, Xi У ( ) Comparînd între ei coeficienții lui ir, ji și ki în partea dreaptă și stingă a acestei relații, vom ajunge la formulele lui Euler: ' VX == — )Z J/j, - - : - ■' ■ Vyi = WZ Xi — (Dx^i Vom găsi punctele solidului ia căror viteză să fie în momentul dat egală cu zero; coordonatele (xj, țji, Zi) ale unuia din aceste puncte trebuie să satisfacă ecuațiile ( ), în care părțile din stingă sînt egale cu zero, adică ecuațiile: =o>j, Zj—wZjyj, = У Deoarece vectorul atunci părțile din oarecare de t|imp, Zi ® xi timp și ca modul și ca sens , vor fi funcții o» variază în dreapta ultimelor ‘două relații' adică i (O ( ) ( ) ( ) I ' ^ «'-а -гні •-** ;- k- De aici, vom avea: К v- ’ - , ** * К мХ 'A У și 'eliminînd timpul forma: dv - — poate varia numai ca modul, în timp ce în formula ( )>;vectorul w poate varia și ca modul și ca direcție Pentru a trece de la form'a vectorială ( ) a expresiei accelerației a la expresiile proiecțiilor accelerației pe axele sistemului fix de coordonate Ox\i)\Z\, este suficient să efectuăm toate calcule'Je care au fost făcute în § pentru trecerea de la formula ( ) la formula ( ); de aceea, vom obține: d = dF —« Xi, Pentru a trece de la expresia vectorială ( ) la expresiile proiecțiilor accelerației pe axele sistemului mobil de coordonate rf(O / Oxyz,Ax&\Ae să urmărim calculul produsului vectorial Tn § ^ am întilnit un sistem mobil de \axe de coordonate Axyf ta care însă axa Az ramînea paralelă lia axa Oz\ a sistemului fix al axelor de coordonate Deoarece vectorul со, în cazul examinat în § ia fost toț^ timpul paralel la axa Л rămînea constant si ^ = și, m acest fel, , 'duț dt ’ ’ — ’ - * К ' * ' și ==£«, iar vectorul k fiind e^al cu i • o ca modul și ca direcție, adică am avut: dw dt " dt dk ( ), dk di~^k' cazul general, capătă anume: vom obține: da> rfF ■ " dt diază în Studiul analitic al rotației unui solid *• Prin urmare, in timpul a al vectorului w § iam avut cazul cînd derivata în raport cu înnuui u ai w avea una și aceeași expresie, atîtj pentru axele Axy, cît și pentru axele Oxyjt Dar, în cazuJ care se studiază în paragraful de față, toate cele trei axe ale sistemului, mobil al axelor de coordonae Oxyz, schimba direcția lor spațiu; și toți cei trei vectori unitari i, j, k, ai acestor axe mobile, vor fi funcții de timp De aceea, pornind de la relația: - — • •—♦ — ) — i(j^x “ у do„ -do) , —do) dT^k~dF' Să calculăm derivatele și vitezele extremităților ^vectorilor unitari i, j, k, dirijați respectiv pe axele Ox, Oy, Oz, și care participă la mișcarea generală a soldului Prin urmare, pentru calculul acestor derivate se poate aplica formula ( ), înlocuind în eia succesiv: r=i, r=j, r=k; vom avea: di dj dt=wXl> dt= De aici găsim: JF Wy^ Tt (')« = ((OX x+(,)y, —O di dj dk & Aceste derivate reprezintă '• In acest fel,- expresia derivatei lui, în fixe, și d^ dl pentru axele mobile ale solidu-aceeași formă, ca și pentru, axele СІ (îiу (І -*•d ti) y • dt dt ’ dt Mișcarea de rotație a solidului In ladest fel, coeficienții vectorilor unitari i, j și k în derivata sînt determinați, și pentru proiecțiile accelerației a pe axele mobile Oxyz a coordonatelor, conform celor precedente, vom obține ușor: ■ do)v dtoz , \ o У -f- \ ) X du)x Q j-p Z “b Wy (ci)xX + й)уУ ~ W У , * * *• avem T? =nT?i Mai departe vom avea: Fig T? slna*=OC’ sin Ori adică I ? ■ sin U — n sin *!• Deoarece Д DOE = a! + a =a, a =a-«i; de aici găsim: urmează r sin (a— ) = n sin ab sau sin a cos «i — cos a si =n sin Determinînd din această ecuație unghiul xj» vom avea succesiv: sin a cos = (я -cos a) sinQ șina л-bcos a" solarăD arrerioaSînSLefil?Tna|Ză ’?М а * Jurul axei sale într’° ‘ vom аѵеэ; P “ Preceslei sale este aproximativ egală cu anii n = , X = - Deoarece a este egal cu ’ ', vom obține: sîri ’ ' tg == UuO+c s ^' % sau adică axa instantanee do rotație coincide aproape cu axa OD a pămîntului Sa se găsească expresia pătratului vitezei unui punct al unui solid cu un punct fix O, într-un sistem de coordonate legat invariabil de solid Să luăm sistemul axelor de coordonate ortogonale Oxyz; după formulele ( ), vom obține: vx=U)y - vy = o^x - U)xz, vx = coxy - coy x • • * t De aici vom găsi: * V == + Vy +Ѵз = (u)yZ — - (а>^Х — U)xz) -F — U)y X) , sau A; V = ) (y - z ) + ) (z +X ) - ) (X -hУ ) - O)y®zyz - /u>z(i)Xzx - a)xWyX^ Presupunînd wx=p, wz=r» vom obține: V - p (y Z ) q (Z x ) r (x +у ) qryz - rpzx - pqxy Se consideră un sistem de axe de coordonate mobile Oxyz, legate invariabil de un solid cu punct fix Să se găsească relația dintre momentele vitezei unui punct al solidului, în raport cu aceste axe de coordonate și pătratul vitezei acestui punct Notăm momentele viteze# unui punct al solidului, în raport cu axele Ox, Oy, Oz, respectiv prin Ox, Ov, O~> avem (§ ): ®х=Уѵ*-™у\ Qy = zvx-xvz, Qz~xvy-yvx Ținînd sdămă de formulele ( ), vom obține: • t y, r vom avea: CAPITOLUL XXI COMPUNEREA VITEZELOR UNGHIULARE REDUCEREA VITEZELOR UNGHIULARE ȘI DE TRANSLAȚIE LA CEL MAI SIMPLU SISTEM § Viteza unghiulară, ca vector alunecător în § s-a demonstrat că viteza unghiulară este un vector alunecător; de aici rezultă că asupra vitezelor unghiulare se pot extinde o serie întreagă de teoreme valabile pentru forțe, deoarece și forța este de asemenea, un vector alunecător In § am văzut ca viteza liniară a unei mișcări compuse este egală cu suma geometrică a vitezelor liniare componente ale ei Evident, că la fel ca pentru forțe (§ ), formula ( ) se poate extinde asupra unui număr arbitrar de viteze componente, și vom obține: г v = Pjț> " Ѵз “ • • • = Ѵл • z ( - ) - / ' " • n «oy, o> ; repetînd aceleași raționamente pe care le-am făcut în § la găsirea expresiilor proiecțiilor momentului • forței din teorema lui Varignbn, putem obține din nou pe această cale, formulele cinematice a|e Iui Euler • Nu este greu să ne imaginăm un aparat care ar produce mișcarea unui punct, rezultată din două mișcări, de rotație lavînd două viteze unghiulare concurente Să ne 'imaginăm bara OB, care se poate roti în jurul axei sale cu viteza unghiulară' w, (fig ) Pe această bară este fixată o altă bară ОС în jurul căreia se poate roti un disc cu viteza unghiulară «й; pe disc se U Ж i l ' ■ l ' ? i » J • • ' i y |Л| T» - ‘ , Compunerea vitezelor unghiulare ****•*•* află punctul Л Dacă vom roti numai bara OB în jurul axei sale cu viteza unghiulară wi, punctul A va căpăta o viteză liniară provenită numai din rotația în jurul acestei bare cu viteza unghiulară W], Dacă noi vom roti numai discul în jurul axei ОС oii viteza unghiulară g> , atunci viteza liniară a punctului Л va fi viteză de rotație în jurul axei ОС cu viteza unghiulară w Vom roti apoi concomitent și bara OB cu viteza unghiulară wi și discul cu viteza unghiulară w Punctul A va căpăta atunci, con- Ш Fig form celor expuse mai sus, o viteză liniară egală cu cea rezultată dinj-otirea punctului A în jurul axei OD, cu viteza unghiulară • Vom observa că OD este axa instantanee de rotație, deoarece, dacă, de exemplu, în momentul inițial paralelogramul DCDB, ar fi așezat în planul desenului, atunci, în momentul următor, el va ieși din planul desenului, depărtîndu-se cu latura sa ОС de observator Evident, că locul geometric al axelor instantanee de rotație OD (cu condiția ca raportul ~ să rămînă constant) este un con circular drept, cu axa OB; avem aici oazul unei mișcări de precesie cercetată în § „t* § ’ Compunerea vitezelor unghiulare paralele Cuplu de imrrrn ,unghJa,ar® Pentru a deduce regula compunerii i nghwlare de rotație în jurul unor axe paralele, ne vom vitezelor folosi de Compunerea vitezelor unghiulare paralele [aptul că viteza unghiulară este un*vector alunecător Fie date două viteze unghiulare paralele <>u și o> cu originile Bt și Вг (fig ), și să se găsească viteza liniară rezultant,ă v a punctu- Л lui A, datorită mișcărilor de rotație cu aceste viteze unghiulare Presupunem: / — Deoarece viteza liniară a punctului A este egală cu momentul in raport cu punctul A al vitezei unghiulare (§ , ), rezultă: * • în raport cu punctul! A, rezultă că i se poate aplica teorema lui Varignon (§ ) și vom obține: , / v == p X J Г В de viteze unghiu atunci viteza v ; Compunerea vitezelor unghiulare cu viteza unghiulară rotație în jurul barei B[Di provenită de la viteza unghiulară w* Să presupunem apoi că rotim numai discul cu viteza unghiulară )ț>: atunci Duncti il A va căpăta viteza de rotație în jurul unghiulară m In sfîrșit, să și discul respectiv cu vitezele ; atunci,, după cum o viteză liniară, care ar fi rezultat dacă el Dacă vor fi da te nu două, ci un număr oarecare lare paralele și antiparalele wb w , w , , punctului A va fi egală cu: Ѵ“Г Х^і+/' Х^ Ь,*зХ ) "Ь ”' Vom folosi teorema lui Varignon în acest caz general (§ ) vom obține: ' ” atunci punctul A va ^ proveni! ă de la viteza presupunem că rotim și bara BiD, unghiulare n = , deoarece în acest caz, teorema tui Varignon nu se mai poate aplica In acest caz, sîntem nevoiți să calculăm separat vitezele componente: ) G) V și să le adunăm vectorial Din cele expuse în § rezultă că, dacă w=S - și,' prin urmare, dQ—udt, rezultă că ele pot fi aplicate și unor rotații infinit mici; dar, ar fi greșit să se creadă că aceste deducții se pot apllica și la rotații finite Exemplele următoare vor ilustra acest lucru Să examinăm triedrul drept Oxyz (fig ) Rotindu-i în sens pozitiv cu două unghiuri drepte în jurul axei Ox, îl vom muta din poziția în poziția а îl-а; apoi, rotindu- în sens pozitiv cu două unghiuri drepte în jurul axei Oy îl vom muta din poziția a Ii-а îh poziția a IlI-a Dar se vede ușor că triedrul! Oxyz poate Fig — Mecanica teoretică, I z (Z) O\, fi mutat dintr-o dată din poziția / în poziția а Ш-а prin rotirea în sens opus cu două unghiuri drepte în jurul axei Oz In acest fel, cele două rotații finite, și anume fiecare cu două unghiuri drepte în sens pozitiv în jurul axei Ox și Oy, sînt echivalente cu o singură rotație finită în sens negativ cu două unghiuri drepte' în jurul axei Oz, adică două rotații finite în jurul unor axe Compunerea vitezelor unghiulare «oneUrenie, puteau să fie înlocuite dar în acest caz nu este valabila legea paralelogramului Vom presupune apoi, că avem doua axe paralele ale căror urme ne olanul desenului vor fi punctele Oi și O (fig- ub) Presupunem că în jurul acestor axe se fac rotații cu unghiurile finite i și , ?i anume mai întâi rotația m jurul axei^ Ot cu unghiul Ѳ , iar apoi în jurul axei O cu unghiul Ѳ După prima rotație, vom muta dreapta OiO în poziția OjO , iar după a doua ^-rotație vom muta dreapta OiO în poziția OiO ; în acest iei, ca rezultat al acestor două rotații, segmentul O]O va ccupa poziția OlO Deoarece mișcarea segmentului OiO se face în același plan, putem să mutăm dintr-o dată segmentul OiO în poziția OîO prin rotirea în jurul unui centru (§ ) Pentru a găsi punctul C unim printr-o dreaptă punctele Oi și O'i, unim printr-o dreaptă punctele și împărțim segmentelie OjOJ și în două părți egale și în mijloacele L și M ale acestor segmente, ridicăm perpendicularele LC și MC’, punctul de intersecție C al acestor perpendiculare va fi chiar centrul de rotație căutat Unind prin drepte punctul C cu punctele Ob , , și observînd că CO = CO , concludem că triunghiul COiO =triunghiul COiO Dar, dreapta fi CM) împarte unghiul Oi în două părți egale, iar dreapta CC împarte unghiul în două părți egale Dar din egalitatea triunghiurilor COiO și C x ' rezultă că =- C j=In acest fel, obținem următoarea regulă pentru obținerea punctului C: trebuie dusă de la prima axă de rotație O, dreapta OXC sub unghiul în sensul rotației cu unghiul Ob iar de la a doua axă de rotație trebuie dusă dreapta C sub unghiul în sens opus rotației cu unghiul ; punctul de inter- Reducerea vitezei unghiulare secție al dreptelor OjC și O C determină centrul de rotație căutat (fig ) Să presupunem apoi, că prima rotație este rotația în jurul axei O , iar dea de-a doua rotație este rotația în jurul axei Oi; în acest caz, trebuie măsurat unghiul у în sensull rotației cu unghiul Ѳ și unghiul ~ în sens opus rotației cu unghiul O , și vom obține un alt punct C', simetric cu punctul C, în raport cu dreapta OiO Vedem, că spre deosebire de compunerea vitezelor unghiulare și ia- rotațiilor lor infinit mici, unde ordinea rotațiilor era indiferentă, la rotații finite ordinea efectuării rotațiilor contează Evident, că la micșorarea nelimitată a unghiurilor de roțație Ѳ) și , punctele C și C se vor apropia unul de altul și la limită se vor contopi între ele pe dreapta OiO , astfel că la compunerea rotațiilor infinit mici dQt și dQ și deci a vitezelor unghiulare wj și w , ordinea efectuării rotațiilor nu va mai avea importanță ' § Reducerea vitezei unghiulare și vitezei de translație perpendiculare pe ea, la o singură viteză unghiulară Presupunem că avem un solid care se rotește în ■ viteza unghiulară w și care se află I de translație cu viteza v, iar vec-r torul v este perpendicular pe vectorul w Presupunem că planul desenului va fi perpendicular pe axa de rotație Д, care întretaie planul desenului într-un punct oarecare O (fig ) Ducem în planul desenului prin punctul O o dreaptă perpendiculară pe viteza v și vom examina acea parte a acestei drepte, în care viteza liniară, produsă de viteza unghiulară w va fi dirijată în sens opus vitezei v Viteaa li- niară, provenită din viteza unghiulară w pentru punctul va П egală ca modul cu produsul , atunci punctul Л va lua Чл-a de rotatie cu viteza unghiulară w în jurul xei д Daca insa vor avea loc ambele mișcări, atunci la momen M Reducerea la cel mai simplu sistem tul dat viteza punctului A va fi aceea'și c:a în cazul cînd discul S, căruia îi aparține punctul A, s-iar roti cu viteza unghiulară în jurul axei instantanee Дп paralelă lia axa Д, unde \=— șt ±v Posibilitatea înlocuirii în acest caz a vitezei de translație și ia celei unghiulare, printr-o singură viteză unghiulară, concordă perfect cu rezultatele expuse în § In adevăr, datorită celor două viteze v și w mișcarea discului S și a oricărui solid legat de el va fi plan paralelă, iar noi am văzut că mișcarea pllan paralelă în orice moment poate fi reprezentată ca o rotație în jurul unei axe instantanee de rotație Nu este greu de prevăzut că locul geometric al axelor instantanee de rotație Ді (cu condiția ca raportul să răimînă constant), va fi un plan, paralel cu vectorul viteză v § Reducerea la cel mai simplu sistem a sistemului format dintr-o viteză unghiulară și o viteză de translație cu direcții arbitrare Presupunem că avem viteza unghiulară w și viteza de translație v, ale căror direcții sînt arbitrare Deoarece vectorul viteză de translație v este un vector liber, pentru ușurința reprezentării îl vom presupune cu originea în originea vectorul ы Descompunem vectorul v al vitezei în doi vectori v' și u”, astfel încît vectorul v' șă fie perpendicular pe vectorul м iar vectorul v’ Reducerea vitezelor unghiulare și de translație să fie așezat de-a lungul vectorului se reduc la o singura viteză unghiulară care trece prin punctul Olt astfel încît OOi~—t si OOi Lv’ Deoarece vectorul v", vector viteză de translație, este vector liber, el poate îi mutat în punctul Oi și în acest fel obținem în punctul Oi viteza unghiulară « și viteza de translație v" dirijată de-a lungul vitezei unghiulare, adică vectorul viteză al! unei mișcări elicoidale Vom introduce următoarea definiție: Mișcarea rezultlnd dintr-o viteză unghiulară și o viteză de translație paralelă la cea unghiulară se numește rototranslație Prin urmare, ajungem la teorema: Mișcarea rezultlnd dintr-o viteză unghiulară și o viteză de translație dirijate arbitrar, se reduce în general la o rototranslație Cuvîntul „în general” este utilizat datorită • • • In adevăr, să examinăm un punct oarecare A care se rotește cu viteza unghiulară în jurul axei Д], care trece prin punctul Ai Mai departe axa Ді se rotește cu viteza unghiulară w în jurul axei Д , care trece prin punctul A Apoi axa Д se rotește cu viteza unghiulară w în jurul axei Д care trece prin punctul A etc Noi examinăm aței o poziție i oarecare instantanee a tuturor axelor de rotație și valoarea in-I stantanee corespunzătoare a tuturor vitezelor unghiulare Să luăm un punct arbitrar O în spațiu și să-l numim punct de reducere Mutăm toți vectorii « , w , w , conform § , toți vectorii wj, w , w , în punctul O; atunci, concurenți în punctul O, se pot înlocui printr-un singur vector w egal cu suma vectorială a vectorilor precedenți: О Ж J w • * Ш • * * j'pn» * n Cu ocaziia mutării vectorilor wb u> , V Х[ул( л)у] - (Wj)x + (U )x + (Из)х + „ Хп( )'і^]+(иі)у+(г/ )у -(н )У - S[x,,( „)), - У„(ы„)х]+(U ) +(u )x+(« ), + ( } ( } X Reducerea la cel mai simplu sistem iS Din raționamentele expuse în § , rezultă ca, pentru ca în punctul O să apară rototranslația trebuie să avem : In general aceste relații nu vor îi satisfăcute pentru punctul O; de aceea, vom lua ca punct de reducere un alt punct O', Fig astfel încît în el să se producă rototranslația; din cauza schimbării punctului de reducere, mărimile ых, ^у, wz nu variază, însă mărimile vx, vy, vi trebuie In adevăr, fie (x', y', z') coordonatele punctului Or; în locul formulelor ( ) vom avea: • • • • * * * “ • • » ■ - * * ■ • W** • Л ’ л ' *' > > unde vom avea: r{ O A , * О Л , Din fig vom! obține: > — d, Г ^°Г — rf, unde d—OO' Reducerea vitezelor unghiulare și de translație De aceea, formulele ( ) se pot reprezenta sub fora» p J= ) x , v’ =( - d) X x + COS (X- ГС • “ ——Ț- ф • І J V Se dă un sistem de zece axe de rotație, paralele între ele, în jurul •căTora vitezele unghiulare sînt egale cu u?, За/, а/; toate Reducerea vitezelor unghiulare și de translație aceste axe întretaie una și aceeași dreaptă, iar distanta între punctele/ de întretăiere este egală cu a Să se găsească viteza unghiulară instantanee o» echivalentă cu sistemul dat de viteze unghiulare șipoziția axei instantanee de rotație Pentru rezolvarea acestei probleme folosind formulele ( ) i ( ); vom obține: „'( + ) adică Considerînd dreapta pe care o întretaie toate axele de rotație, drept axa Ox și luînd originea O în» punctul de intersecție al dreptei cu suportul Vitezei unghiulare u>’, după prima din formulele ( ) vom avea: sau Efectuînd ^calculele, vom găsi: \ ' + + + + + + + + sZ — - “TZ ( adică In acest fel, axa instantanee de rotație va întretăia axa Ox la de a de la originea coordonatelor și va fi paralelă cu celelalte viteza unghiulară instantanee de rotație în jurul ei va fi egală cu —л « ' ■ Se dau trei viteze unghiulare (Di, ф , Лз ale vectorilor u>i, cd , (d au coor-• ), Л ( , , ) și proiecțiile vitezei и uy = , uz= Folosind formulele ( ), obținem: "y (d~ De aici vom avea: Utilizînd formulele ( ) • — • +(— ) • V«= • — o d —V * ~ - —: д/ » vom găsi: - = planul Oxy, adică Vom obține: ’ ’ ■ “: л *\ * * Л f axa centrală a sistemului intersectează planul Oxy în punctul I Reducerea vitezelor unghiulare și de translație , •u coordonatele У=~^> Z= T anghiurile a, p, ț, ai căror cosinuși wx cos a=—=-== și formează cu axele de coordonate sînt: cos₽= cos =— CAPITOLUL XXII CAZUL GENERAL DE MIȘCARE A SOLIDULUI LIBER § Studiul geometric al mișcării solidului liber După cele expuse în capitolele precedente putem trece la studiul cazului general de mișcare a solidului liber Fie dat un solid liber oarecare Considerăm în el trei puncte oarecare А, В, C, necoliniare Unind aceste trei puncte între ele vom obține triunghiul ABC Evident că vom cunoaște poziția solidului dacă vom cunoaște poziția acestui triunghi ABC Presupunem că la trecerea solidului din poziția I în poziția a Il-a, triunghiul ABC se va deplasa în poziția A'B'C' (fig ) Luăm unul din punctele А", В", C, de exemplu C și îl unim, cu punctul C printr-o dreaptă; vom obține segmentul de dreaptă CC Ducem segmentele de dreaptă B'Bi și A'Ai astfel încît să avem: B'Bi#C'C și A'Ai#CC și unim între ele prin drepte punctele Aj, Bu C; vom obține triunghiul CMiBi, egal cu triunghiul CAB" și situat într-un plan paralel la planul triunghiului CAT?" Vedem că se poate deplasa triunghiul CAB în poziția fâjM'B,',‘ deplasînd mai întîi triunghiul CAB în poziția CAiBi, iar apoi deplasînd triunghiul CA\B\ în poziția R CA'B' C Prin deplasarea triunghiului CAB în poziția CAifîi vom avea cazul mișcării solidului care are un punct fix C; după teorema lui d’Alembert (§ ), această mișcare se poate obține printr-o rotație a solidului în jurul unei axe oarecare Acare trece prin punctul C Deplasarea însă a triunghiului CAiBi în poziția C'A''B' este o translație CC a solidului Astfel, aim demonstrat următoarea teoremă: Orice mișcare a unui solid se poate obține printr-o rotație si o translație Cazul general de mișcare a solidului liber Observam că la fel oa și mai înainte in cazuri analoge, nu descriem aici prin aceste mișcări de rotație și de translație, deplasările reale ale solidului; ne interesează doar poziția inițiala / a solidului și poziția lui finală II, însă ț^cereacreala ^^гфа^ în poziția Fig a //-a ia solidului poate fi foarte diferită de mișcările de rotație și translație studiate de noi Este evident, că succesiunea în care se fac aceste două deplasări nu interesează; se poate da solidului întîi deplasiarea CC și apoi să se rotească solidul în jurul axei care trece prin punctul C, astfel ' încît triunghiul considerat să coincidă cu triunghiul CA'B', de asemenea se pot face amjbele deplasări concomitent adică să se mute solidul în mișcare de translație, și în același timp să se rotească solidul în jurul axei care trece prin punctul C Să demonstrăm acum următoarea teoremă care aparține lui Châsles: Orice deplasare a unui solid liber dintr-o poziție in alta se pcate obține printr-o mișcare elicoidală In adevăr, să presupunemcă am deplasat solidul din poziția/ in poziția a /Z-а printr-o mișcare de, translație CC și printr-o mișcare de rotație în jurul unei axe oarecare Д care trece prin punctul C Pentru ușurința desenului să presupunem că am dus planul desenului prin vectorul CC a mișcării de translație și prin axa Д a mlișcării de rotație (fig ) Descompunem vectorul CC în doi vectori CE și CF, astfel încît vectorul CE să fie situat pe axa Д iar vectorul CF să fie perpendicular pe axa Д Astfel, putem înlocui translația CC prin translația CF și translația C£\ Rotirea solidului in jurul axei Д și translația CF, dau corpului o deplasare paralelă cu planul it perpendicular pe axa Д, dar noi știm ca o deplasare plan paralelă a solidului, se poate totdeauna face prin r-o rojație a acestui solid în jurul unei axe oarecare per-елкa C,U -a]î?,Pe ?^anu' (§ £ ); In acest fel, am redus deplasarea i- ,u „ ■ ^er ia r°tație în jurul unei іахе oarecare Д’ perpern-diridars Pe ^ аП^ кЗМ,а ° ^anslație CE, de asemenea perpen-o mîRcnrp ^'dent Ya din ambele aceste mișcări rezultă Ș icoidala și deci teorema este demonstrată De taxei rezultă că totdeauna putem să ne imaginăm un astfel de șurub și o astfel de piuliță de care fixibd solidul să putem muta solidul dimr-o poziție în alta prin mișcarea piuliței pe șurub Această mișcare elicoidală nu va descrie desigur mișcarea reală a solidului Impărțim mișcarea reală a solidului într-o serie de mișcări infinit mici, și pentru fiecare din ele construim mișcarea elicoidală corespunzătoare Evident, că ne vom apropia cu atît mai mult de mișcarea reală a solidului prin totalitatea acestor mișcări elicoidale, cu cît pozițiile succesive considerate din mișcarea reală a solidului vor fi mai apropiate una de alta Dacă aceste poziții succesive> ale solidului vor fi infinit de apropiate între ele, atunci și mișcările elicoidale infinit mici se vor apropia infinit de mult de mișcarea reală a acestui solid Observăm că în acest fel reprezentăm numai mișcarea reală a solidului, adică mișcarea lui din punct de vedere geometric; pentru a reproduce și mecanic mișcarea reală, este necesar ca să fie luate în mod corespunzător vitezele tuturor mișcărilor elicoidale componente infinit mici Din cele expuse rezultă că: în orice moment mișcarea solidului liber poate fi reprezentată ca o mișcare elicoidală infinit mică Axa centrală ia acestei mișcări elicoidale infinit mii oi, se numește axă elicoidală instantanee § Studiul analitic al mișcării solidului liber Nu este greu, pe baza celor expuse în paragrafele precedente, să studiem distribuția vitezelor și accelerațiilor punctelor unui solid liber Să examinăm solidul liber M Fie A și В două puncte oarecare diate ale solidului M (fig ) Vom lua un sistem de axfe de coordonate fixe și vom construi un alb sistem de axe de coordonate Axyz, invariabil legate de solidul M și cu originea în punctul dat A al solidului Vom uni între ele prin drepte punctele Oh Д B, și vom introduce notațiile: * * • *' * * • w •• • * x рд —OjA, p [ V И Г’ ' Obținem relația de bază: pe care am folosit-o frecvent ( ) Pentru іа іаѵеа vectorul viteză o al punctului B, trebuie să derivăm în raport cu tirnpul vectorul p; vom obține: '• ■'"/ I| dp df>A V ==—-dt ж ’ \ dt dt — Mecanica teoretică, ® I I Dat derivata —este egală cu vectorul viteză al punctului A, ’ЛУ> ' » Ut / • У V ’? ' - * pe care îl vom nota prin vIn ce privește derivata —, deoarece modulul vectorului r este constant, aceiastă derivată reprezintă viteza mișcării de rotație a punctului В in raport cu punctul / Л adică ea este egală cu ыХг, unde ы este vectorul viteză unghiu- X Fig Iară instantanee dirijată pe axa instantanee de rotație, care trece prin punctul A In acest fel, obținem formula ( ), care ,ne este cunoscută din paragrafelfe?pre(j™GSSSS^^s> ч - * • * * / •f * >• t v ! \ formula ( ) diferă de formula ( ) prin faptul că în formula ( ) vectorul ы este perpendicular pe planul în care se produce mișcarea figurii plane, în timp ce în formula ( ) vectorul w-poate avea o direcție arbitrară în spațiu ' / Pentru a găsi accelerația a, să calculăm derivatele vectoriale în raport cu timpul ambilor membri ai relației ( ); vom avea: d dt ’ dt sau,, niotînd derivata — ( ), vom obține: dv- d^A du dt prin ад și ținînd m • • I f \ \ —” X Г cit cont de formula \ ‘ ' V » *"* "w ЯА' * ~ - » у *• * f ~ *- * \ у г * ' J* ’ ' **■ *• г w z " ' • **' " ’t • | apoi, introducînd proiecțiile vectorilor va, oa, v și a pe axele OiXiZ/iZj de coordonate, vom obține: Л * — r у '•* Л " В • В w w * 'У •' • %• •• ш ‘ Va= îl (vA)X +j\ (Уа)У +~^ Mz,, v^ZjVx, +/ ѴЛ+ kiVZ , - "* «* ■ - ■ /Y r - J f f* \ Ir/ZY l - ZV I у((уі — т) + о> (/! чХ +/і(Ол — ы? [z'i (xi — l)+j\ (y\-fn)-\-k\ (Zj —n)]; С a г ul general de mișcare a solidului liber de aici vom obține pentru proiecțiile accelerației pe axele coordonate, următoarele formule: - [«x, (xj - /)+(У i “ m)+Ci - «)] da) fixe de doXi ( ) xt Trecînd lia taxele mobile de coordonate j xz/z> vom nota prin (X, у, z) coordonatele punctului В și prin i, ], k vectorii uniban ai axelor imobile de coordonate Deoarece * * ' i W * r=ix+jy+kz, * w vom obține din formulele ( ): ZVx+jVy + ^Vz= /(Ѵд)х - (Ѵд)у + Л(Ѵд) + Wx к Oz sau WrV, ( ) La calculul proiecțiilor accelerației a pe axele mobile de nate, este necesar să se țină seamă că: du> ~ dwx, - di»y , — du>z dT^l~dT + J dt deși vectorii unitari i, j, k vor fi și ei funcții de timp: aceasta s-a ’ dt ’ coordo- Studiul analitic al mișcării solidului liber demonstrat in § , cu ocazia deducerii formulei seamă de acestea, vom obține: ( ; ) Țin în d iax +jay±kaz=i{aA)x+j {aA')y-^k{aA)z A Iii dt» ~dt dt» ~dt Ціх+jy + kz), sau U =(Ua)x Î—X -^ - —w X ♦ daz dt»x ay—(Ца)у ~b x —z - (<>>xX ~ wy—ы у, U'z=(flrA)zn—у нГ X+(uxX-{-Wj>,y+w Z)Mz — w Z ( ) Observație La deducția unei serii de formule din acest paragraf și din paragrafele precedente, găseam proiecțiile unuia și aceluiași vector pe axele a două sisteme de coordonate — fix și mobil Nu este greu de dovedit că, cunoscînd proiecțiile unui vector oarecare, de exemplu, pe axele fixe de coordonate Chx^zi, se pot găsi proiecțiile acestui vector pe axele mobile de coordonate Axyz în funcție de cosinușii unghiurilor dintre axele de coordonate Vom nota prin a, ț, a', f>', /, a", {Л f", cei nouă cosinuși ai unghiurilor dintre axele de coordonate, conform tabelei cunoscute din geometria analitică: O\X\ О У OjZj a ₽ Ay a' l’ Az aff Proiecțiile vectorilor unitari i, j, k ai axelor x, Ay, Az, pe axele fixe OiXtfiZi sînt: * • /«=> Z| a+jiP + Ă'j Ț, £ Jj a* +/i * \ ( ) Cazul general de mișcare a solidului liber Proiecțiile vectorului v pe taxele Axy^ vor fi vx=vcos(v, x)=vcos(v, =V • z=Vx vy=vcos(v, Ay)=v cos (v,/)=v • j=VX d ( , ) In același mod proiecțiile vectorului a pe axele Axyz, vor avea următoarele expresii: Vedem că am putea, ■ cunoscînd, de exemplu, proiecțiile aXi, ayt, aZ , din formulele ( ), să obținem proiecțiile ax, ay și az nu pe calea pe care le-am obținut pînă acum, ci prin folosirea formulelor ( ), care ar fi însă o cale mult mai dificilă Cu toate acestea, în acest fel trebuie procedat în majoritatea cazurilor la calculul proiecțiilor vitezei și accelerației punctului A pe axele mobile de coordonate Axyz prin folosirea formulelor ( ) și ( ) Tn adevăr, aceste proiecții pe taxele fixe; de coordonate se anume: (yA)xi=-dt-, {a a) xi=, vor obține direct prin diferențiere, și z dm (ѵл)уі —> d m (Оа)у! = rfp , (oa)= -^ ' De aici vom obține, folosind formulele ( ) și ( ), proiecțiile formulele (m)(°l ( Pe care le vom introduce Exemple Un solid execută două mișcări elicoidale Axa cu axa fixă S(Xxia?ar Cări ?oin^ide» în' momentul considerat, acelast m Ln ?■ ehcoidala a celei de-a doua mișcări, coincide în Și parametrulIn • ' T ° ₽b РГІта miȘCâre are viteza unghiulară П,е Ги^па а Shf ădXrmaSa XuS UnghiU,ară * * ₽ara? ^nslatie^^l^mlX/ H Exemple Vom scrie ecuațiile axei ce’ntrale a sistemului, după formulele ( ) Deoarece avem: v x j = Vb v p | — Vg» i= urmeaza că ecuațiile ’De aici găsim: axei centrale, vor avea forma: Wg v —У ț *“^ = "~ wx )! ) O) я=—x • V ) ‘ ? '* * • * " * \z* Vedem că rototranslația rezultantă are axa paralelă cu planul Оіедл, distanța între axă fiind așezată în planul у{=:— ?-' OJi mișcării elicoidale instantanee și plan fiind eîgală cu z\, axa xi Viteza unghiulară instantanee este egală cu / ) - (D ‘ • jj! V Cît privește «viteza instantanee de translație, valoarea ei se determină prin formula: sau V = V* vom avea Г adică , o/ X >io> , ^+-^ + (Р ~Рі)^+^(Рі~р )ШіШ - ■ ^ t ’ • • • V = p ] y - (p —pi) Să se găsească proiecțiile pe axele de coordonate fixe mobile ale vitezelor și accelerațiilor punctelor unui solid aflat elicoidală; axa mișcării elicoidafe coincide cu axa fixă OjZi Să sistemul fix de axe de coordonate OiXi^iZi și sistemul mobil coordonate Axyz, la care punctul A rămîne pe axa Оігь Fie jși pe cele în mișcare examinăm de axe de (O, O, c) coordonatele к л> * ■ » • ’ ' / ounctului A Avem: К * ■ ( ■ w (ад)уі = ’ (a )zi=°- ioxj=^x = > ’ ~ Wy “ , (iTjj = U>£ = un > € ♦ Notînd coordonatele unui punct oarecare В al solidului in axele O^giZi prin (xi, Уъ zf), din formulele ( u) vom a a =— &Уъ = шХ vz\ ~Vf iar din formulele ( ), vom obține: —^?У\ “* raport cu Prin urmare, pătratul vitezei punctului В va fi: iar pătratul accelerației punctului В va fi: Aplicînd formulele ( ) și ( ), vr=— i&y vom găsi: vy=^x, vz=v Pentru pătratul vitezei și pătratul de coordonate considerate vom avea: accelerației punctului В în axele mobile v -F a (x +у ), -u> (x - y ) -a (O (Х +у )+П dco у • y~lt Evident, că: dc d c a- — CAPITOLUL XXIII VITEZA ȘI ACCELERAȚIA UNUI PUNCT ÎN MIȘCARE RELATIVĂ AXE MOBILE DE COORDONATE l » ' • I ' * * • • § Observații generale In capitolele precedente am examinat mai multe cazuri în care punctul se mișcă în raport cu sistemul mobil de referință, care se mișcă și el în raport cu un sistem de referință fix Pentru prima dată ne-am întîlnit cu acest caz la sfîrșitul § ; apoi ne-am ocupat de el în §§ , , etc Am demonstrat și geometric și analitic regula paralelogramului vitezelor, din care rezultă că viteza mișcării compuse este suma vectorială a vitezelor mișcărilor componente In acest capitol, vom adînci puțin problema obținerii vitezei mișcării compuse și vom studia amănunțit problema obținerii accelerației mișcării compuse; această din urmă problemă prezintă oarecare particularități al căror caracter a fost deja indicat în § Deși numărul mișcărilor componente poate fi oarecare, totuși este suficient să se studieze mișcarea compusă formată din două mișcări componente, ca să avem apoi posibilitatea să rezolvăm problemele cu orice număr de mișcări componente De aceea, vom studia în-acest capitol numai cazul a două mișcări componente, iar în acest caz una din mișcările componente va fi relativă, iar cealaltă va fi o mișcare de transport De exemplu, dacă punctul В se mișcă în sistemul S, iar sistemul S este de asemenea în mișcare, atunci mișcarea sistemului S va fi de transport, iar mișcarea punctului В în raport cu sistemul S va fi mișcare relativă In capitolele precedente ale cinematicii am studiat vitezele și accelerațiile, atît pentru puncte izolate cît și pentru punctele unui solid, și am găsit proiecțiile acestor viteze și accelerații, atît pe axele fixe de coordonate, cît și pe axele de coordonate mobile, dar aceste axe de coordonate mobile nu au avut mișcări arbitrare Astfel, în cazul unui sistem de coordonate polare (§ , ) și al triedrului fundamental (§ )', mișcarea de translație a acestor axe de coordonate mo’blle și mișcarea lor de rotație se Viteza și accelerația unui punct în mișcare determină complet prin caracterul traiectoriei punctului și prin mișcarea punctului pe această traiectorie, iar punctul mobil se °o'ăsește totdeauna in originea cooidonatelor In cazul studierii mișcării punctelor unui solid, axele de coordonate erau invariabil legate de solidul în mișcare, și de aceea, punctele solidului aveau coordonate constante în raport cu aceste axe Totuși, trebuie lucrat și cu sisteme de coordonate mobile, în raport cu care punctele se deplasează singure, adică au în raport cu axele acestor sisteme, viteze și accelerații In acest caz, mișcarea punctului poate fi privita ca o mișcare compusă, care constă din mișcarea de transport pe care ar avea-o punctul dacă l-am considera' solidar legat de axele de coordonate mișcarea relativă pe care o are punctul în raport cu /axele mobile, considerate fixe In acest fel, problema introducerii a-V îxeldf'de coordonate mo-bile nu este altceva decît problema mișcării compuse a punctului; din această cauză, capitolul de față poate fi denumit compunerea mișcărilor sau mișcarea relativă § Viteza unui punct în mișcare absolută Fie dat sistemul OiXii/iZx de axe de coordonate fixe și sistemul Oxyz de axe de coordonate mobile Mișcarea axelor Oxyz în orice moment se determină prin viteza vq ,a originii lor O și prin viteza unghiulară w a axelor mobile în jurul axei instantanee Д, care trece prin punctul O Să examinăm un punct oarecare B, care are o mișcare arbitrară; ducem vectorii (fig ): Fig vită ca o mișcare compusă, care constă din mobile, și * z ‘ • A vem: % Ж-Ж vA • * * • •* * V ‘t, •я W • - й • « b • L ■ (i- f • / » * V A • > k • -Al fZ • ’ l A ‘ • • ' V •« A • \ ■ î •-,-A Viteza unui punct în mișcare absolută Pentru a găsi viteza punctului B, vom deriva vectorial în raport cu timpul ambele părți ale acestei relații; vom obține: d t d;G dr dt~dt'~dt' Dar derivata reprezintă viteza v a punctului В în mișcarea compusă, derivata reprezintă viteza v a originii O a coor-donatelor Oxyz în raport cu sistemul OiXjZ/^і/ de aceea vom avea: - - t dr Pentru ia descoperi semnificația derivatei vom introduce coordonatele (x, y, ) ale punctului B, în raport cu axele de coordonate mobile Oxyz Deoarece: unde i, j, k sînt vectorii unitari ai axelor de coordonate mobile, atunci vom avea: dr dx | ~ dy rdz lit~l Ht+Jdt~Kdi di dj dk -dty+diz dt "vXplicînd formula ( ), vom obține: dr - dx , - dy , -rdz , dt ~l dt^^dt^^dt^^^ ^ sau? dr dx dt ~dt dt'^dt оуХ(/х+ j у -\-kz), ica \ dr -dx ~dt~l di Introducem notațiile: dt dt - dx ;dz dt Vectorul -Ă se numește derivata locală a vectorului r Vom avea: Й л * ’• M A ' a * »• ' * i ( ) dt In acest fel, vom obține: — — (Ir V==V + ыХ /' + * ( ) Nu este greu de interpretat această expresie Primii doi termeni sînt iden®ci cu formula ( ) adică ХТГсХХсХайе de coordonate mobile; astfel, acești doi termeni reprezintă viteza de transport vfr a punctului B Ultimul termen al formulei ( ) reprezintă viteza punctului В în raport cu axele Oxyz, care se consideră fixe, adică acest termen reprezintă viteza relativă vrei a punctului B In acest fel, avem: i-»”* « A > - , ( ) Pentru a igăsi proiecțiile vitezei v pe axele de coordonate mobile Oxyz, vom introduce vectorii unitari І, j, k; din formula ( ) vom obține următoarea expresie: Egalînd între ei coeficienții acelorași vectori unitari din partea' dreaptă și stingă a ultimei expresii; vom ajunge la formulele căutate: A Vx = (Vo)x + wy — vv = (vo)yb°«x—H-jț > V«= (Vq)z + ^хУ — MyX -ț • ( > ■ Conform celor indicate în paragraful precedent, aceste formule •( ) rezolvînd problema proiecțiilor vitezelor mjișcăriî compuse a punctului, rezolvă totodată și problema găsirii proiecțiilor vitezei punctului pe axele de coordonate mobile \ MW*** к I л , « t— *- - * * • ■ ХЛ к я пЫІІйіГи Аи ■» ■ I '• v Г X -А у * > W i \ V* у • i V j dv, dv dt § ( , Accelei’iițln tuiul punct în mișcare absolută Ca să ui In mișcare absolută, vom u ral ' - • dl dvr t/ - vom î rit lini acea par- l iii alicului derivatelor și lleuliirlltvle despre care s-a vorbit în § ; și anume, deoarece viteza mișcării relative influențează asupra variației vitezei de transport a puncllulul și viteza mișcării de transport influențează asupra variației vitezei relative a punctului, sum|a derivatelor vectoriale ale vitezelor de transport și relativă, va fi egală nu nuniiat cu suma accelerațiilor datorită mișcării de transport, și mișcării relative, ci, la această sumă de două accelerații, în geneiial trebuie sa se adauge șl o a treia accelerație suplimentară, care se numește accelerația lui Coriolis ( — ) Pentru a lămuri mai bine această problemă, vom calcula accelerația unui punct, mai liilîi pentru următorul caz particular foarte simplu ial mișcării sale absolute Presupunem că în planul тс se află semidreapta'A care trece printr-Liri punct fix O al acestui plan тс, iar această semidreiaptă A se roiește în planul тс în jurul punctului O cu viteza unghiulară constantă o Pe semidreaptia Д se află punctul material B, care are o mișciare accelerată față de semidreapta A îndepăr-lîhclu-se de punctul O Notăm prin r distanța, dintre punctul В și punctul O Dacă punctul В va fi fixat pe semidreapta A atunci punctul В va descrie în,mișcare uniformă un cerc cu raza egală cu r, și cu centrul în punctul Q; aceasta este mișcarea instantanee de transport a această mișcare "de transport, va avea viteza rația atr—ru , ' semidreptel A încetează și se lasă' punctul В să se miște de-a lungul acestei semidrepte, atunci punctul В va avea o mișcare relativă; in orice moment t, în această mișcare relativă, punctul В va avea viteza — v și accelerația arei— -$> dirijată de-a lungul semidreptel A dinspre punctul O Dacă, însă, concomitent semidreapta A se via roti, iar punctul В se va mișca de-a lungul semldreptei A, atunci punctul В va participa la o mișcare corn- punctului B In orice moment t punctul В în — r • v * v« l к , V- * rezultă și arel mărime să calculăm ambele derivate ale părții din dreapta, bazîndu-ne-pe primele două formule ( ) și pe formula ( ) Repetînd raționamentele de la deducția formulei ( ), vom obține ușor? torul r X') — — — ~dT “ ~dF + ~~dt~+X v°+w X (tu X r)’ Dar fie din formula ( ), fie din formula ( ), unde se consideră r=«, rezultă că derivata locală a vectorului viteza este dirijat de-a lungul semidreptei Д spre punctul O, ■m este drijat perpendicular pe semidreapta Д ; este că mărimea гм‘ îi mai apar încă doua accele-ale între ele ca mărime, direcție și sens, o>u, una datorită relative și cealaltă datorită vitezei de transport, suma accelerație complimentară wu; aceasta Ja a a punctului considerat este suma geometrică a trei accelerații: de transport, w — u-tr г“rel\ “cor • Л V • * **■ Z " • « Ч*» ц ' • ' f ’ * • • - * Л у ,* • • Prima accelerație este dirijată de-a lungul lui Д spre punctul O, a doua accelerație este dirijată de-a lungul lui Д dinspre punctul O, a treia accelerație este dirijată perpendicular реДіп sensul de rotire al acestei semidrepte După cazul particular cercetat, să trecem la deducția formulei" generale, a accelerației punctului in mișcare absolută La începutuE paragrafului de față am dedus formula: Viteza și accelerația unui punct în mișcare unghiulară o, este egală cu derivata totală; de aceea, aplicind și formula ( ), vom obține x?+ x^+ • b~^r Suma — -u>Xuo nu este altceva decît expresia dezvoltată a dt ' derivatei -totale care reprezintă accelerația a a punctului O; derivata locală reprezintă viteza relativă vrei ,a punctului B Prin urmare, relația precedentă, mai poate fi prezentată și astfel: ' ^r=a°+^Xr+((,J ‘ ^w w r+(,)XVreZ’ ‘ r -' ‘ * ? ' • - ' ' ’ - >■' ~ - •' - ’ • - - ? * • • ■ ' • ~ •* ■ x Comparînd această formulă cu formula ( ) rezultă că primii patru termeni iai ultimei formule reprezintă accelerația punctului B, în ipoteza că punctul В este solidar legat de axele Oxyz, adică acești patru termeni reprezintă accelerația de transport atr a punctului B; în acest fel, avem: ^-a„+»xir„ tr + Vrei- Vedem că, în general, pentru accelerații nu are loc o lege, analogă, deoarece în afară de suma vectorială a celor doi termeni atr+arei, partea dreaptă a formulei ( ) mai are și un al treilea termen аСог=- мХѵГсь Acest termen suplimentar se numește accelerația lui Coriolis In acest fel, găsim: ^Accelerația lui Coriolis este egală cu dublul produsului vectorial dintre viteza unghiulară și viteza relativă a punctului De aici, pentru modulul accelerației lui Coriolis, obținem: aC r — ^Vrel Sin (w, Vrei)- ( ) Pentru ia cunoaște mărimea și direcția accelerației lui Coriolis, trebuie mutați în același punct vectorii viteză unghiulară w și viteză relativă vrei, trebuie determinat produsul lor vectorial și amplificat cu doi; vectorul obținut via reprezenta accelerația lui Coriolis Este ușor de văzut că Accelerația lui Coriolis este totdeauna dirijată în sensul de mișcare al extremității vectorului Vrei, sub acțiunea vitezei unghiulare Ы > — Mecanica teoretică, U ч Viteza și accelerația unui punct in Fvident că accelerația lui Coriolis va fi egală cu zero dacă vnm' яѵеа- fie viteza unghiulară egala cu zero, fie viteza relativa a punctului egală cu zero, fie vectorul viteză relativa a punctului este panalel cu vectorul viteza unghiulara v Tn acest fel dacă punctul ia parte la doua mișcări, la rruș-caiea de transport și la cea relativă, atunci viteza lui se compune geometric din două viteze: de ransport șt relativa dar accelerația lui se compune în general din trei accelerații, de transport, relativă și Coriolis Trecînd de la formula vectorială ( ) lia proiecțiile accelerației pe axele de coordonate mobile Oxyz, vom obține: d(vQ) a^y dx = (ѵо)г ~~ Gj (vo)y " “ ~JȚ Z + Wx ( x* + + hjz%) — + ( k * к • fe ** e • d(v )v d(j>^ du) a^~dT d- , )y (wxX+Ыу р d- '^zZ) — w y d~ ( : d*x Ii i ’ du + ^(Vo)x—^x(V )^ + -^ ~ r ' dx dz\ > zdt ^xdt' ( ) dt* • • • v —\ *• C’-S z* ’ •* • '• ' ■ • ч ’ • '/• • * • frf(v )z , dwr duv az =‘ ~ăt I” x — GbtVo) x d- ~Jf~y —^Țx "b -wz(tuxx-|-d-— w Z-|- wJ'^)d O’ ' Conform celor arătate la sfîrșitul § , formulele ( ), rezol-vînd problema proiecțiilor accelerației mișcării compuse a unui punct, rezolvă■ totodată și problema aflării proiecțiilor accelerației punctului pe axele mobile de coordonate Formulele ( ' ) se pot obține și pe calea următoare Avem: df > descompunînd expresia din partea dreaptă, după formula ( ), vom obține: Deoarece: a^=/ax+/ar+' ~ d v — - • • * • *■ * v=zvxd’/Ѵу d"^vz, ( > (О «Я l (Ox + J (Oy “ Folosirea axelor de coordonate vom avea )z vy, a^~ăt dvy , ay~~dt^-^zVx — wxVz, Gz = -j- «X Vy — (l)y Vx ( ) Este suficient să se introducă în formulele ( ) valorile proiecțiilor vitezei din formulele ( ), pentru a ajunge la formulele ( ) In cazul unor probleme simple, această cale este foarte ușoara și duce uneori mai simplu la rezultat, decît aplicarea formulelor generale ( ) § Folosirea axelor de coordonate, invariabil legate cu pămîntul Pămîntul descrie în aproximativ , zile o curbă închisă în jurul soarelui, apropiată de o circumferință cu raza egală cu km; deoarece această mișcare a pămîntului este apropiată de una uniformă, atunci în s pămîntul parcurge circa km In acest fel, se poate considera că viteza pămîntului în mișcarea sa în jurul soarelui este cu aproximație uniformă și egală cu circa km/s Dacă se duc tangentele la capetele arcului de cerc pe care îl descfie pămîntul în mișcarea sa în jurul soarelui în s, atunci unghiul dintre aceste tangente va fi egal cu *', , adică drumul parcurs de pămînt în jurul soarelui într-o secundă se poate considera aproape rectilinie Prin urmare, într-un interval mic de timp, mișcarea pămîntului în jurul soarelui se poate considera rectilinie și uniformă Dar din fizică, din principiul inerției, se știe că peste orice mișcare se poate suprapune totdeauna o mișcare uniformă rectilinie, fără a perturba mișcarea inițială In' acest fel, orice mișcare care se produce pe pămînt într-un interval de timp mic, se produce Ia fel ca și cînd pămîntul nu s-ar mișca în jurul soarelui Prin urmare, în orice problemă tehnică, la studiul mecanic al echilibrului și al mișcării obiecte- -lor materiale, putem neglija mișcarea pămîntului în jurul soarelui Cu atît mai mult se poate neglija mișcarea soarelui, deoarece cercetările astronomice nu ne dau nici cele mai mici indicații asupra curburii traiectoriei soarelui în spațiu, nici asupra neunî-fcrmîtății mișcării soarelui In acest fel, vom lua în considerare numai rotația pămîntului în jurul axei sale și vom examina expresiile vitezelor și accelerațiilor absolute ale punctelor în raport Folosirea axelor de coordonate vom avea: aX = + toy Vz — С\О, unde ЗД este raza negative ^ Г ^а de’a lungul axei Ox în sensul absciselor Din fig avem: • • • * Prin urmare, vom obține: Ecuator / l J • * X=“ — ( )/? ( (vo)y “"O, (^o)z= Folosirea axelor de coordonate Deoarece axele de coordonate Oxyz se rotesc o dată cu pămîntul, rezultă că vom obține axa lor instantanee de rotație ducînd prin punctul O o dreaptă, paralelă la axia de rotație a pămîntului; pe această axă instantanee trebuie să se figureze vectorul w în sus, ceea ce corespunde cu rotația pămîntului de Ia dreapta spre* stînga Din fig vedem că vectorul w formează cu axa Oz un unghi egal cu Ѳ, cu axa Oy unghiul egal cu тс—Ѳ iar cu * '^ x^ axa Ox un unghi egal cu Prin urmare, vom avea wx=«> cos -jț-=O ( ) wSinQ Din formulele ( ) vom obține: dx cos -wzcose wj/s n ; dt dy^ dt ’ ( ) vz= Pentru a obține formulele (^ ) cărora^tinîndacce^era^JI> ne v°m « se paate da umâtoarea ” ““ de fOmUtete I folosi de ( ), Sin dvy dvx dx c= ~~ COS * f * • •> - • Жî = w cos / Viteza și accelerația unui punct în mișcare — ( X proiec- — G) /? sin COS Ѳ — со sin (y sin + z cos ), dt — - w /?cos Ѳ-* W cosO (y sin Ѳ + zcosO) dt fntroducînd în aceste trei relații expresiile ( ) pentru ții’le vitezei și efectuînd reducerea, vom găsi /г, =ss—- - -— ы(cos * dt ' fly =="j ”t' wsin = ~ + cosO Presupunînd că punctul este solidar legat de axele de coordonate Oxuz, trebuie să considerăm constante coordonatele x, y,z, ale punctului; atunci, din formulele ( ) vom obține proiecțiile ac- Ecuator Fig celerației de transport Presupunînd că axele; de coordonate sînt fixe, trebuie să punem în formulele ( ) w= ; atunci din aceste formule vom obține proiecțiile accelerației relative Părțilei rămase din formula ( ), ce au coeficientul , vor fi proiecțiile accelerației lui Coriolis Să mai examinăm și următoarea problemă referitoare la mișcarea unui punct pe suprafața pămîntului Să presupunem , că X Folosirea axelor de coordonate punctul A se mișcă uniform spre pol, de-a lungul meridianului BAP Vom construi sistemul fix de coordonate OjXiZ/iZi așa cum se arată în fig Introducem coordonatele podare ale punctului A, care vor fi: R— naza pămîntului, Ѳ — latitudinea punctului A și cp — longitudinea punctului A Deoarece punctul A se mișcă uniform de-a lungul meridianului, = deoarece pămîntul se rotește uniform în jurul axei sale, avem R cos Ѳ și dirijată după raza cercului paralel cu ecuatorul către centrul lui Dacă pămîntul nu s-ar roti în jurul axei sale, și punctul A 'S-ar mișca de-a lungul meridianului, punctul A ar avea o acce- lerație relativă egală cu p /? și dirijată de-a lungul razei pămîntului spre centrul lui Dacă punctul A participă la ambele mișcări, el va mai avea și a treia accelerație și anume accelerația lui Coriolis Din fig se vede că unghiul format de vectorul viteză relativă al punctului A și vectorul viteză unghiulară w, este egal cu latitudinea punctului A; prin urmare, modulul accelerației lui Coriolis va fi egal cu <>>Vrei sin Ѳ= (»p/?sin Această accelerație este dirijată în sensul de mișcare al extremității vectorului vrei, sub acțiunea vitezei unghiulare « adică în cazul fig , perpendicular pe planul desenului, în sensul către cititor Aceleași rezultate se pot ob- ține calculînd direct derivata a doua Fig în, raport cu timpul coordonatelor Xi Уі, Z\ ale punctului A, față de sistemul axelor de coordonate fixe O\Xxy\Z Avem: X] =/? cos Ѳ COS dt Vedem că accelerația a este suma vectorială a celor trei accelerații, care formează cu axele de coordonate O\X\y\Z\ unghiuri, ai căror cosinuși sînt egali cu: accelerația p /? со /? COS© — șin© O O — COS Ѳ cos dirijată de la dreapta jSpre stînga (fig, ') Această accelerație imprimată particulelor de apă de către malul rîului, împingi spre stînga particulele de apă care se apropie de dl De aceea, malul drept rîtom- У • U e sa fie ros de apă Prin urmare, malul drept, al tni >n sa f brupt Dacă rîul curge de la nord spre sud' ясгр ргУ+п ^а -ГУ-са’х v^e,za unghiulară p va fi negativă șî ț lui Coriolis trebuie să fie de sens opus, așa cum se > I I JLVfc IVf’iAXIĂi A Y'- ч іі л >x\x - n' n\ wWW '• л ■' ? > /? cos • ' ■ adică obținem aceleași formule, ca și cum axele Oxyz nu s-ar roti, cî ar avea doar o viteză de translație constantă egală ca modul cu wj? cos cp si dirijată în sensul de rotație al pămîntului Dacă în plus mișcarea studiată se face într-un interval mic dd timp, atunci arcul de cerc parcurs dfe originea O a coordonatelor în acest interval de timp, se poate identifica cu un segment de dreaptă \ У Folosirea axelor de coordonate vede* din f iig In acest caz se va roade din nou mâlul drept al rîului, care în consecință va fi abrupt In emisfera sudică fenomenul se petrece invers Această proprietate a nurilor, clarificată de academicianul rus Karl Maximovici Ber ( — ), Fig • Hg I poartă numele de legea lui Ber Prin prezența accelerației luf F Coriolis, se explică de asemenea și deviația de la direcția nord-sud a vînturilor alizee și a m'usonilor Să examinăm formulele ( ) Dacă punctul A se află la o distanță mică de originea O a sistemului axelor de coordonate mobile reprezentate în fig , atunci coordonatele sale (x, y, zj sînt cantități mici; de aceea, dacă nu se cere o precizie prea mare, se pot neglija produsele coordonatelor punctului A cu viteza unghiulară ы de rotație a pămîntului In ce privește produsele w# cos ft• ’ ■ ,J i ■ \ ' adică obținem aceleași formule, ca și cum axele Oxyz nu s-ar roti, ci ar avea doar o viteză de translație constantă egală ca modul cu Wj? cos •* * • ' • ’ Л Viteza și accelerația unui punct în mișcare l In acest fel, pe un spațiu mic la suprafiața pămîntului, și într-un interval mic de timp, în prima aproximație se pot considera că axele Oxyz reprezentate în fig se mișcă uniform și rectiliniu, sau sînt fixe, ceea ce se și face totdeauna în majoritatea aplicațiilor practice Totuși, dacă mișcările punctului se produc într-un interval de timp destul de mare, sau dacă coordonatele punctului (x, y, z) nu pot fi considerate foarte mici, atunci simplificările precedente nu vor conduce la c descriere reală a mișcării punctului și, de aceea, ele nu se*pot face; așa sînt, de exemplu, cazul pendulului lui Foucault sau cazul căderii libere a unui punct material de la mare înălțime § Exemple Să se găsească accelerația unui punct în mișcare -plană, în raport cu axele de coordonate Oxy, care se rotesc uniform în acest plan cu viteza unghiulară со în jurul punctului O Presupunînd în formulele ( ) că (Vq)x = (vq)^= iz = a>, vom avea: dx v Cu ac'este condiții, formulele ( ) ax=~df In acest fel, vom obține: d x dy dy ~ dt~a>dt~ pot căpăta forma: ^-+covx , d x dy ^х=—- ш ш х, a —— x dt CL = —— У dt dx t dx „ Tt+(o- ^y^ d y , „ dx - nu s-ar avea numai o mișcarq de transport cu nu s-ar / n ^se mișcă de-a lungul unei circumferințe cu viteza unghiulară constantă p, în timp ce cercul se rotește în jurul centrului său in același sens,^ cu viteza unghiulară constantă со; rază circumferinței este egala cu R Să se găsească accelerația punctului 'Dacă punctul mișca pe circumferință^ el ar avea v MUVVttl accelerația o> R, dirijată spre centrul circumferinței Dacă cercul mișca, iar punctul s-ar mișca de-a lungul circumferinței, atuncți punctul ar avea^ o accelerație relativă, egală cu u> /?, și dirijată spre centrul cercului S? Pr, UCi І п Лсе а?* ambele mișcări, atunci punctul va căpăta ș accelerația lui Coriolis Deoarece viteza relativă* a 'punctului, egala s^ua^a în’ planul de mișcare al punctului, iar vectorul ** > ® ?• ’ к l f •!> * * Я tk' Vч ’ J fc к л * V • * Ui /? + /? + ЦО) /? = (u) / Exemple accelerația este M razei cercului către centrul lut Vom ajunge la același rezultat, folosindu-ne de coordonatele fixe xi, yi ale punctului considerat (fig ) Avem: Xi = О В = R cos (io - p) t, Уі = В A — R sin (о) + р) t (&ѵл У =-^ = —(w + p) A’sin ( +^R, • \ șL după cum rezultă din valorile proiecțiilor aXi și a dirijată de-a lungul Fig De-a lungul dreptei Д, înclinată față de planul ОххУх sub unghiul constant a și care trece prin originea coordonatelor, se deplasează punctul A după legea către punctul O Dreapta Д se rotește to jurul axei Ox», cu viteza unghiulară constantă — n Л r+ (U dtJ n • r л*** Exemple d$ Deoarece dt obținem: d r ( Ldt* sau dr zzO гЖ+ л , d Г Л®Ъо dt ' ‘ r dt \ ' dtj" ’ Ж • » la formulele ( ) pentru proiecțiile accelerației pe axele ridică ajungem : ■coordonatelor polare în plan Să se deducă formulele ( ) fără aplicarea calculului vectorial Pentru aceasta, să examinăm sistemul axelor de coordonate mobile Oxyz, care au originea O fixă și fie Д o semidreapta fixă, ce trece prin punctul O, care formează în momentul considerat t unghiurile- a, p, y, cu axele Ox, Oy, Oz Punctul O trebuie să fîe fix, deoarece din § se știe că pentru găsirea hodografului vitezelor și al accelerațiilor, trebuie mutați toți vectorii viteză ai punctuluj mobjl, paralel cu ei înșiși în unul și același punct fix din spațiu Dacă OA = r este vector, în general, cu modulul variabil și cu direcția variabilă, și rx, ry, rz sînt proiecțiile acestui vector în momentul t pe axele Oxyz, atunci cosinușii unghiurilor formați de vectorul r cu axele de coordonate Oxyz în momentul /, vor fi egali cu rezultă că cosinusul unghiului dintre vectorul r și De aici COS Ț Prin urmare, proiecția Гд a vectorului variabil r pentru momentul t, va fi egală cu semidreapta pe semidreapta fixă Д In acest fel, гд este proiecția vectorului r pe semidreapta fixă Д în timp ce de exemplu, mărimea rx este proiecția aceluiași vector r pe direcția variabilă Ox De aceea, creșterea Д (Гд) și Д (rx) au semnificații diferite; creșterea Д (гд) depinde numai de variația vectorului r, dar creșterea Д (rx) depinde nu numai de variația vectorului r, ci mai depinde încă și de rotația axei Ox și va exista și în cazul cînd vectorul r nu va varia De aici rezultă că pentru obținerea proiecției vitezei reale a punctului A, trebuie să pornim de la formula următoare: dtr ) dr drv drz d% dp ^c^-rX&M-di-ry^dt ‘-‘dt formula precedentă se trans dt ~ dt C S a Dacă vectorul r este vectorul viteză v formă în formula: d( )Jvx dt ~ dt dt dv dv ~ cos ₽ -l- COS - sili X dt d* i dx s dy f \ л Viteza și accelerația unui punct în mișcare Deoarece partea stingă a ultimeSi formule depinde numai de variația vectorului viteză v, atunci partea stingă reprezintă proiecția accelerației punctului A, pe dreapta Д, adică dvz dt COS Ț —Vxsirrz dt Să presupunem că în momentul t, semidreapta Д coincide cu poziția instantanee a axei Ox; vom avea: și vom obține: dvx rfp df n = v ——v —• x dt ydt zdt Dar este ușor de observat că, prin suprapunerea Iui Д cu Ox, derivata va fi egală cu viteza unghiulară iar derivata este egală cu viteza unghiulară luată cu semnul minus, deoarece creșterii unghiului ț îi corespunde rotația în jurul axei Oy în sens negativ sau în sensul acelor unui ceasornic In acest fel ajungem la prima din formuleile ( ): dvx • Z / ax^^^^yvz-^zvy • ' v ' Celelalte două formule ( ) se obțin pe aceeași cale, prin suprapunerea m momentul t a semidrepiei Д cu pozițiile instantanee ale celorlalte două axe de coordonate • ANEXA La studiul accelerației punctului în § , am, folosit unele noțiuni geometrice, pe care le vom prezenta pe-scurt cititorului în anexa de față, trimițînd pentru detalii la cursurile de analiză, și anume la acele paragrafe în care se expun aplicațiile calculului diferențial la geometrie Să examinăm un cord oarecare cu raza arcul de cerc s, corespunzător unghiului arcul de Știm că: la P și să luăm pd el centru a (fig ) adică relație rezultă că pen-lungime s, unghiul a Din această tru aceeași va fi cu atît mai mic, adică curbura arcului de cerc va fi cu atît mai mică, cu cît raza p a cercului va fi mai mare De aici rezultă că drept măsură a curburii arcului de cerc putem considera cantitatea— Să Z—ч P examinăm arcul AB = s al circumferinței și să ducem în extremitățile acestui arc A și В tangentele AAi și BBi; unghiul 'dintre • tangentele duse în capetele arcului se numește unghiul de adiacență Vedem că, deoarece AAi-LOA și BB\ LOB, unghiul de adiacență este egal cu unghiul la centru OAB In acest fel, dacă avem arcul de circumferință vom găsi raza acestei circumferințe împărțind lungimea arcului cu valoarea unghiului de adiacență ’ Să presupunem că nu avem un cerc, ci o curbă plană oarecare (C) Luăm pe «ceasta curbă un arc infinit mic B; iacest arc se va apropia cu atît mai mult de un arc de circumferința, ■cu cît lungimea lui As va fi mai mică De aceea pentru un As mic putem considera arcul AB aproximativ ca un arc de cerc Să găsim raza acestui cerc Pentru aceasta, conform celor precedente, construim tangentele AiA și B\B la capetele A și В ale arcului AB (fig ) Aceste tangente formează între ele unghiul de adiacență Да ; din fig vedem că unghiul Да este creșterea unghiului а format de tangenta la curba (C) cu axa Ox la trecerea din punctul A în punctul B Vom obține raza cercului căutat, Împărțind As cu Да Deoarece înlocuirea arcului AB al curbei (C) printr-un arc de cerc va fi cu atît mai precisă, cu cîl lungi-mea arcului As va fi mai mică, atunci, la limită, vom obține formula care ne dă raza p a cercului, denumit cerc de curbură; raza p se numește rază de curbură Avem: ds ' а — arctg у’; •de aici găsim • % • da=^ -f-y' Prin urmare, raza de curbură-p va fi egală У" dx ( +J' )< Vom observa că, deoarece raza este de fa pentru partea dreaptă a ultimei egalități tre cu t o mărime pozitivă , uie să se ia valoarea Anexă MW ei absolută De asemenea, este evident că în fiecare punct al curbei, raza de curbură va avea în general o valoare proprife Ca exemplu vom găsi raza de curbură p ia parabolei z/ = px Vom obține succesiv: y-=V pV*, ’ У"^—X ^l'P x • De aceea, vom avea, luînd semnul plus în partea dreaptă, următoarea expresie a raztei- curbei: (p+ x)a I sau In vîrful parabolei unde x= , raza de curbură va fi minimă și egală cu parametrul p al parabolei Cunoscînd raza de curbură p, putem construi în fiecare punct al curbei cercul respectiv de curbură Evident că pentru aceasta trebuie să ducem în punctul, dat normala la curbă, în sensul con-cavității ei, și să măsurăm pe această normală de la punctul considerat, un segment egal cu raza de curbură; vom obține astfel centrul de curbură Cunoscînd centrul de zi * • ч k / • * X » curbură și raza de curbură, vom construi direct și cercul de curbură Cercul de curbură se mai poate determina și altfel Să considerăm pe curbă, trei puncte foarte apropiate între ele Se știe că prin trei puncte se poate duce o circumfe- rință și numai una singură De aceea, vom duce circumferința prin cele trei puncte date și vom apropia aceste trei puncte La limită vom obține o circumferință, care trece prin cele trei puncte contopite între ele, care evident va coincide chiar cu cercul de curbură determinat mai sus — Mecanica teoretică I Anexă Să examinăm acum o curbă strîmbă, adică o curbă aite cărei puncte nu sînt situate în același plan Ca exemplu al unei astfeșl de curbe, poate servi elicea circulară , Să luăm pe această; curbă trei puncte foarte apropiate între ele Deoarece prin trei puncte se poate duce în general un plan și numai unul singur, atunci prin cele trei puncte considerate vom duce un plan și vom apropia nelimitat aceste trei puncte între ele La limită vom obține un plan care trece prin cele trei puncte confundate a'le curbei; acest plan se numește plan osculator Evident că noi putem considera aproximativ arcul curbei strîmbe (cu dublă curbură) care trece prin trei puncte extrem de apropiate între ele, drept arcul ,unei curbe plane care se află la limită în planul osculator In acest fel putem construi în planul osculator un cerc de curbură, și să găsim raza de curbură, ca și pentru curba plană; această rază de curbură se numește raza primei curburi, a curbei strîmbe cu dublă curbură ' Deplasîndu-ne de-a lungul curbei strîmbe, planul osculator se va roti; viteza de rotire ă planului osculator va determina torsiunea curbei Deoarece tangenta trece prin două puncte confundate, iar planul tangent prin trei puncte confundate, atunci tangenta în fiecare punct al curbei se află în planul osc'ulator construit pentru acest punct Normala la curbă, dusă în planul osculator se numește normala principală, iar normala la curbă, perpendiculară pe planul osculator se numește binormală Planul osculator se mai poate determina și altfel Să considerăm pe curbă trei puncte extrem de apropiate întrei ele А, В, C Prin tangenta în punctul A se poate duce un plan paraleii lla tangenta în punctul vecin B Deoarece tangenta în punctul В este poziția limită a secantei, cate trecfe prin punctele В și C, rezultă că planul osculator poate fi considerat ca poziție limită a planului care trece prin punctul diat A al curbei și este paralel la tangenta in punctul vecin B, cînd punctul В tinde să se suprapună peste punctul A < I https://neculaifantanaru com https://neculaifantanaru com/en/